Модели в медицине
Введение

Во многих задачах науки и практики, в которых присутствует неопределенность, успешно применяются стохастические математические модели, основанные на вероятностно-статистических методах (военные приложения, экономика, надежность сложных систем и т.д.). Широкое применение такие модели должно находить в медицине и в здравоохранении, где, во-первых, высока неопределенность условий протекания наблюдаемых процессов, и, во-вторых, возможно накопление обширной информации об их результатов. 

Сразу следует подчеркнуть, что математические модели не могут заменять содержательный (естественнонаучный) анализ закономерностей, имеющих место в наблюдаемом явлении, но позволяют в результате формализации получаемых результатов найти скрытые от наблюдателя взаимосвязи  между участвующими в нем факторами.

вопросы о целесообразности применения модельного подхода в двух областях медицины: в медицинской диагностике и в сравнительной оценке эффективности медицинских методов, применяемых в приложении к болезням с летальным исходом. На первом этапе с этой целью используются чисто вероятностные модели; фигурирующие в них распределения вероятностей считаются известными исследователю. В дальнейших исследованиях (если они окажутся целесообразными) предполагается использование их стохастическое представление, включающее методы математической статистики.
1. МОДЕЛИ МЕДИЦИНСКОЙ ДИАГНОСТИКИ

Начнем с задач медицинской диагностики, которые сравнительно легко формулируются в терминах математических моделей.

Суть медицинской диагностики обычно состоит в определении (распознавании) одного из состояний пациента из возможного конечного набора его состояний, среди которых содержится и состояние «здоров». Это распознавание осуществляется по результату наблюдения заданной совокупности признаков, связанных с состояниями объекта. 

В простых случаях эта связь детерминирована, т.е. каждому состоянию пациента соответствуют вполне определенные значениями наблюдаемых признаков. Это означает, что между состояниями пациента и их признаками существует жесткая логическая зависимость, позволяющая однозначно устанавливать вид болезни (или ее отсутствие среди заданного их набора).

В более интересных и практически важных случаях связь между состояниями пациента и наблюдаемыми признаками имеет вероятностный характер: совокупность признаков представляет собой случайный вектор, имеющий для различных состояний пациента различные распределения вероятностей. При этом предполагается, что эти распределения получены в результате обработки больших объемов данных и потому достоверно известны (выполнение этого условия представляет собой непростую практическую проблему, которую мы здесь, однако, опускаем).

Переход к вероятностным моделям диагностики, о которых далее идет речь, приводит к появлению конечных вероятностей ошибочных решений, при которых вывод о состоянии пациента оказывается неверным. Наша задача состоит в построении вероятностных моделей, в которых вероятности таких ошибочных выводов в определенном (раскрываемом ниже смысле) минимальны.

Введем определения и обозначения.

Обозначим n число классов возможных альтернативных состояний пациента (объекта), образующих множество n-1 различных эаболеваний и одно здоровое состояние, n ( 2. Для этого множества и его элементов (классов) введем обозначения 
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 (H1 – здоровое состояние объекта). 
Измеряемые параметры объекта Y1,…, Ym образуют (в общем случае ––векторный) признак Y = (Y1,… Ym)(. Состав компонент вектора Y для всех объектов примем одинаковым (это всегда можно получить, образуя обобщенный вектор – признак). Вместе тем, рассматривая Y как случайный вектор, обычно предполагается, что его распределения (т.е. его условные распределения) для различных классов объектов не совпадают. 

Напомним (1(, что распределение вероятностей случайного вектора в общем случае представляет собой совместное распределение вероятностей совокупности его компонент, часто имеющее на практике смешанный характер, поскольку вектор Y может содержать непрерывные и дискретные компоненты. Для простоты изложения мы, однако, будем постоянно предполагать, что вектор Y для каждого класса Hi имеет непрерывное условное распределение, т.е. обладает условной плотностью распределения 
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 (известной наблюдателю – диагностику). 

Предполагается, что до получения наблюдателем диагностических данных (т.е. информации о значении признака Y = y для обследуемого объекта), каждому его состоянию Hi можно приписать определенную доопытную (априорную) вероятность P(Hi), характеризующую распространенность данного состояния. Полагая, что каждый объект находится в одном и только в одном состоянии, получим 
[image: image3.wmf].
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После получения значения y признака Y для обследуемого объекта, наблюдатель может найти вероятности состояний наблюдаемого объекта для каждого
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, применяя формулу Байеса (1]
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Вероятности 
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 носят название апостериорных (послеопытных) вероятностей.

Вернемся к вопросу о вероятностях ошибочных решений наблюдателя и о построении оптимальных решающих правил для установления им классов наблюдаемых объектов.

Далее мы будем  рассматривать. в основном, случай n = 2, т.е. двухальтернативную задачу диагностики: («здоров» или «имеет определенную болезнь»). Вопросы многоальтернативной диагностики и связанные с ней трудности кратко обсуждаются ниже. Там же мы коснемся случая, когда векторный признак Y имеет переменную размерность, возрастающую по мере необходимости.

Наша задача при  n = 2  состоит в построении правила, которое каждому значению признака, Y = y, обнаруженного у объекта, относит его состояние к одному из двух классов: H1 («объект здоров») или H2 («объект болен»). Такое правило назовем решающим правилом. Построению решающего правила соответствует обычно разбиение множества Y всех значений признака Y на две непересекающихся области  Y1 и Y2: Y = Y1 ( Y2, Y1 ( Y2 = (, и выполнению предписаний (импликаций)

y ( Y1 ( d1 (решение о том, что имеет место событие H1  (объект здоров);

y ( Y2 ( d2 (решение о том, что имеет место событие H2 –  объект болен).

Заметим, что в некоторых случаях применяются более сложные рандомизированные решающие правила (которые не имеют , однако, для практики принципиального значения и здесь не рассматриваются). Решающее правило можно, следовательно, рассматривать как функцию значения признака ( = ((y) с значениями d1 и d2, представив его в виде 
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Множеству различных разбиений Y = Y1 ( Y2 соответствует множество решающих правил ((y), среди которых следует выбрать то, которое приводит к наиболее достоверному решению о состоянии пациента. Ясно, что эта достоверность определяется свойствами распределения признака и имеет следующий смысл.

Пусть решающее правило ((y) соответствует разбиению Y = Y1 ( Y2. Возможны два вида ошибочных решений: 1)здоровый пациент принимается больным (ошибка первого рода); 2)больной пациент принимается здоровым (ошибка второга рода). Эти ошибки имеют, соответственно, следующие вероятности
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(здесь приняты обозначения: Y1 = Y1, Y2 = Y2).

В частных простых случаях область всех значений Y можно разбить на две области Y1,и Y2, для которых имеют место равенства
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т.е. вероятности ошибок первого и второго родов равны нулю и состояние пациента определяется однозначно; это имеет место, когда условные плотности распределения признака 
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не пересекаются, (см. рис. 1 для скалярного признака Y; плотность распределения 1 соответствует состояниюH1, плотность распределения 2 – состоянию H2).
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Нас, однако, интересуют чаще встречающиеся и более сложные случаи, когда такая безошибочность решения невозможна и вероятности ( и ( не равны нулю, т.е. условные распределения 
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 пересекаются. На рис.2 приведен такой случай для скалярного признака при некотором произвольном разбиении Y = Y1 ( Y2 при разделяющем значении признака Y = y*: Y1 = (y: y ( y*(, Y2 = (y: y ( y*(. При этом получаем
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Значения ( и ( взаимозависимы, поскольку оба зависят от разбиения Y = Y1 ( Y2. Это приводит к тому, что найти  такое решающее правило, которое одновременно доставляло бы безусловные (независящие друг от друга) минимальные значения ( и (, оказывается невозможным. Можно, однако, получить значения условного минимума одной из этих вероятностей (например – () при фиксированных значениях другой ((), т.е. среди всех решающих правил ( = ((() при каждом заданном ( найти такое, при котором ( достигает минимального значения
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типичный вид такой зависимости приведен на рис.3.
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Рис.3

Иногда вместо вероятности ошибки второго рода ( используется вероятность ( = 1 - ( правильной классификации объекта второго класса (решение о том, пациент болен, когда он действительно болен). Тогда вместо функции 
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которую иногда называют рабочей характеристикой признака, определяющей его классифицирующую способность при различных значениях (. Величину 
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 именуют также мощностью решающего правила при данном (. 

[image: image46.emf]Рис.3

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

-0,03 0,02 0,07 0,12 0,17

b

min

a


На рис.4 приведены примеры рабочих характеристик (1((),(2((),(3(() для трех признаков Y1, Y2  и Y3 (графики 1, 2, 3), из которых следует, что классифицирующая способность признака Y3 выше, чем признака Y2 при всех значениях ( ((1(() > (2(() для всех значениях (, за исключением тривиальных случаев ( = 0, ( = 1). Признаки Y1  и Y2 с пересекающимися рабочими характеристиками в этом смысле несопоставимы, поскольку при ( < (*
[image: image22.wmf]эффективнее оказывается признак Y1, а при ( >(* – признак Y2 

Алгоритм построения рабочей характеристики признака опирается на лемму Неймана- Пирсона (3(, позволяющую находить для каждого значения ( решающее правило, максимизирующее значение вероятности (.

Согласно этой лемме такому решающему правилу соответствует определяемое функцией отношения правдоподобия 
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разбиение множества значений признака Y на две области согласно схеме
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где (( отвечает условию
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Рассмотрим подробнее, в чем выражаются свойства вероятностных правил принятия решений в их приложении к задачам медицинской 
[image: image27.wmf]диагностики.

Итак, в общем случае при двухальтернативной диагностике принятие каждого решения сопряжено с возможностью допустить одну из двух ошибок: принять здорового пациента за больного (ошибка первого рода) или посчитать здоровым больного (ошибка второго рода); вероятности этих ошибок равны, соответственно, ( и ( = 1-(. Для каждого конкретного признака Y вероятности этих ошибок могут варьироваться диагностиком путем выбора порогового значения функции отношения правдоподобия ((, находясь при этом в монотонно убывающей взаимосвязи: с ростом одной из них вторая снижается.

В связи с этим возникает вопрос о выборе такого ((, при котором ( и ( принимают приемлемые значения (в рамках указанной возможности их передела).

В тех приложениях, где последствия ошибок могут быть выражены штрафами, измеряемыми общей мерой (например, рублями), эта задача решается минимизацией среднего штрафа (3(
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где C(, С( – штрафы за ошибки первого и второго рода; минимизация C выполняется по ( с учетом зависимости ( = ((().

Такой подход, возможный, например, в экономике, вряд ль плодотворен в медицине, где последствия ошибок первого и второго рода обычно трудно сопоставимы (в случаях, например, излишнего пребывания здорового пациента в больнице или в выписке из нее невылеченного пациента). Поэтому в рассматриваемых медико-диагностических задачах выбор соотношения между допустимыми значениями ошибок первого и второго рода должен опираться на содержательные соображения диагностика.

Рассмотрим отдельную скалярную компоненту Y1 признака Y, т.е. одномерный признак Y1. Его индивидуальная классифицирующая  способность выражается содержащейся в нем информации о состоянии объекта, которая определяется различием значений априорной и апостериорной вероятностей P(Hi) и 
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Так, индивидуальная классифицирующая способность признака Y1 равна нулю, если для всех Hi имеют место тождества (по y1) 
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. Нетрудно убедиться, что это тождество эквивалентно тождественному равенству условных распределений признака Y1 для обоих состояний пациента: 
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 Будем для краткости называть признак Y1, имеющий индивидуальную классифицирующую способность, нулевым, а признак Y1, для которого указанные свойства не выполняются – ненулевым. Эту терминологию ниже мы будем применять и в общем случае векторного признака.

Пусть признак Y1 – нулевой. Означает ли это, что включение его в качестве компоненты в многомерный признак Y бессмысленно, т.е. не приводит к увеличению классифицирующей способности последнего?

Оказывается, что это не так: компонента признака с нулевой индивидуальной классифицирующей способностью, будучи использована в группе компонент признака Y, может способствовать существенному повышению их групповой классифицирующей способности, т.е. классифицирующей способности Y. 

Приведем пример. Пусть двухмерный признак Y = (Y1, Y2) имеет компоненты Y1, Y2 с условными совместными плотностями распределения 
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. Для апостериорного распределения состояния пациента Hi имеем
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 признак Y является нулевым, в противном случае – ненулевым. Допустим далее, что при каждом Hi компоненты Y1, Y2 независимы друг от друга, т.е. 
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где 
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 – частные распределения компонент Y1 и Y2
(такую независимость компонент называют их условной независимостью). Тогда
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Если обе компоненты Y1 и Y2 нулевые, то имеют место тождества 
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, т.е. и векторный признак Y = (Y1, Y2) является нулевым.

Допустим теперь, что компоненты признака Y1 и Y2 условно независимы при H1, но зависимы при H2 (оставаясь нулевыми). Тогда, ввиду неравенства 
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т.е. признак Y имеет ненулевую эффективность, причем уровень его классифицирующей способности определяется зависимостью между его нулевыми компонентами.

Из всего этого следует простой вывод: классифицирующая способность векторного признака определяется не только и не столько индивидуальной классифицирующей способностью его компонент, но и существованием зависимости между ними. Следует, однако, при этом подчеркнуть, что использование этой классифицирующей связи возможно лишь тогда, когда в обучающей выборке значений признака сохраняется информация о связи между его компонентами, т.е. при синхронном их измерении при формировании этой выборки (под обучающей выборкой понимается набор значений признака, полученный в предшествующих наблюдениях и используемый для оценки параметров и свойств формируемой вероятностной модели диагноза).

Синхронность измерений векторного признака Y, образующих  обучающую выборку, означает, что каждое его значение (все значения его компонент) принадлежит одному и тому же пациенту и получено в одно и то же операционное время. 

Мы рассмотрели сравнительно простой случай двухальтернативного медицинского диагноза. Как уже говорилось, возможны, однако, задачи диагностического выбора одного из n, n ( 2, состояний пациента (многоальтернативный диагноз), т.е. 
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Обозначим dij ошибочное решение, при котором истинное состояние пациента Hi принимается как состояние Hj, i ( j; назовем такую ошибку ошибкой (i,j) – го рода. Число возможных ошибочных решений составляет теперь n(n-1) ( 2 и выбор оптимального диагностического решающего правила существенно усложняется как по его смыслу, так и по практической реализации.

Рассмотрим, к примеру, один из вариантов многоальтернативного диагноза (насколько такой вариант имеет практический смысл должен судить специалист – диагностик). Пусть по некоторым содержательным соображениям можно допустить, чтобы вероятности ошибок (i,j)-го рода для всех i,j, кроме i = k, j = l, , удовлетворяли ограничениям 
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 заданные числа, и при этих условиях вероятность ошибочного решения 
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 достигала минимума. Такой вариант задачи (который подробно здесь не рассматривается) приводит к многомерному методу Неймана-Пирсона.

Другим интересным развитием модельного представления медицинской диагностики является разработка моделей последовательного диагноза, при котором принятие решения о состоянии пациента осуществляется  в результате последовательного наращивания размерности признака Y,  начиная с простых компонент.  Такой подход широко используется на практике (например, при онкологическом диагностировании). Моделирование последовательного диагноза может, например, преследовать цель получения максимальной достоверности диагноза при заданных ограничениях на применение компонент, требующих высоких материальных и физических затрат (например – на выполнение операции биопсии при онкологическом диагностировании).

2. МОДЕЛИ ОЦЕНКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ ЛЕЧЕБНЫХ МЕТОДОВ

Вторым кругом задач медицинской практики, в котором может оказаться полезным применение вероятностных математических моделей, является оценка эффективности, получаемой от применения некоторого медицинского метода (например, от применения нового лекарства). Часто эта эффективность выражается средней продолжительностью жизни пациента при применении к нему данного метода (в сравнении с этой характеристикой, получаемой, когда этот метод не применялся). Используя среднюю продолжительность жизни как основной критерий эффективность исследуемого метода, мы чрезмерно упрощаем задачу, поскольку эта величина (в теории вероятностей – математическое ожидание MT случайной величины T – продолжительности жизни пациента) не исчерпывает ее свойств и не всегда может претендовать на роль ведущего критерия при оценке исследуемого метода. 

Пример такой ситуации иллюстрирует рис.5, на котором приведены плотности распределения f1(t) и f2(t) (кривые 1 и 2) для продолжительности жизни пациента T1 и T2 при двух конкурирующих методах лечения соответственно, с равными значениями математического ожидания (MT1 = MT2 = m =5), но существенно различающиеся по дисперсиям (DT1 (( DT2). Очевидно, что из этих двух методов второй предпочтительней, поскольку для него имеет место более высокая (чем для первого метода) вероятность дожить до некоторого значения t* (t* ( m). Более того, второй метод может быть предпочтительней первого и в случае, когда MT1 > MT2. Так, для пациента вероятность дожить до заданного возраста (например – до пенсии) может иметь большее значение, чем средняя продолжительность жизни некоторой совокупности пациентов. В подобных случаях для оценки эффективности 
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методов могут использоваться многокритериальные модели, в которых присутствуют критерии, имеющие субъективный смысл. Так, например, для оценки эффективности метода с позиции пациента может служить критерий K, состоящий из двух требований: а) ограниченноcти снизу вероятности достижения пенсионного возраста (частный критерий K1) и б) максимизации средней продолжительности жизни при условии выполнении критерия K1 (частный критерий K2). Заметим, что размерность критерия зависит от характера распределения продолжительности жизни (точнее от размерности его параметров).

Возвращаясь к вопросу об использовании в качестве одномерного критерия эффективности средней продолжительности жизни, обратим внимание на его ущербность как оценки эффективности метода лечения, поскольку он не отражает качества жизни пациента; высокое значение этого критерия может быть результатом использования средств, направленных на всемерное продление продолжительности его физиологической жизни при игнорировании качества жизни, т.е. без учета приносимой ею пациенту и обществу удовлетворения и пользы. С этой точки зрения, использование для характеристики здоровья общества величина средней продолжительности жизни его членов может оказаться ошибочным, характеризуя высокую бюджетную поддержку неработающих пенсионеров за счет бюджетных инвестиций в производящие секторы экономики, науки и культуры. Впрочем, этот тезис заслуживает более детального изучения и моделирования.
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				2.4000000954		0.0000000996		0.0000010722										-0.3000000119		0.0046611875		0.0271659363																												-0.3999998569		0.0227501728		0.2699552178		1.7765012861817E-33		1.07320342016091E-31		0		0

				2.5999999046		0.0000007933		0.0000079226										-0.1999999881		0.0081975367		0.0447890647																												-0.2999999523		0.0668072328		0.6475881934		6.59580271616447E-31		3.82084579628565E-29		8.4077907859489E-45		5.47907699551003E-43

				2.8000001907		0.0000054126		0.000049885										-0.0999999642		0.0139034502		0.0709491968																												-0.2000000477		0.1586551964		1.2098532915		1.91065804215197E-28		1.05940876453513E-26		7.81924543093248E-42		5.30633893381271E-40

				3		0.0000316712		0.0002676604										0		0.0227501318		0.1079819351																												-0.0999999046		0.3085377216		1.7603269815		4.31903533464921E-26		2.28770293602818E-24		6.11721850707431E-39		3.99944886173027E-37

				3.2000000477		0.0001591086		0.0012238043										0.1000000238		0.0359303243		0.1579003334																												0		0.5		1.9947113991		7.61986465218486E-24		3.84730492702164E-22		3.73257302655001E-36		2.34760318607871E-34

				3.4000000954		0.0006871384		0.0047681793										0.2000000477		0.0547993034		0.2218417078																												0.1000001431		0.6914626956		1.7603260279		1.04946015862769E-21		5.03900851579288E-20		1.7765012861817E-33		1.07320342016091E-31

				3.6000001431		0.0025551326		0.0158309154										0.3000000715		0.0807566792		0.299454987																												0.2000000477		0.8413447738		1.2098532915		1.12859217382331E-19		5.13990387100903E-18		6.59580271616447E-31		3.82084579628565E-29

				3.7999999523		0.0081975339		0.0447890498										0.3999999762		0.1150696576		0.3883720934																												0.2999999523		0.9331927896		0.6475881934		9.47952538862404E-18		4.08311385190988E-16		1.91065804215197E-28		1.05940876453513E-26

				4		0.0227501318		0.1079819351										0.5		0.158655256		0.4839414358																												0.4000000954		0.9772499204		0.269954592		6.22099060006625E-16		0		4.31903533464921E-26		2.28770293602818E-24

				4.1999998093		0.0547992475		0.221841529										0.6000000238		0.2118554115		0.5793831348																												0.5		0.9937903285		0.0876415074		0		0		7.61986465218486E-24		3.84730492702164E-22

				4.4000000954		0.1150697097		0.3883722126										0.7000000477		0.2742531598		0.6664492488																												0.6000001431		0.9986501336		0.0221591964		0		0		1.04946015862769E-21		5.03900851579288E-20

				4.6000003815		0.2118556201		0.5793834329										0.8000000715		0.3445783257		0.7365403175																												0.7000000477		0.9997673631		0.0043634106		0		0.0000000013		1.12859217382331E-19		5.13990387100903E-18

				4.8000001907		0.3445783854		0.7365403771										0.8999999762		0.4207402766		0.7820853591																												0.7999999523		0.9999683499		0.0006691519		0.000000001		0.0000000304		9.47952538862404E-18		4.08311385190988E-16

				5		0.5		0.7978845835										1		0.5		0.7978845835																												0.9000000954		0.9999966025		0.0000799186		0.000000019		0.0000005385		6.22099060006625E-16		0

				5.2000002861		0.6554219723		0.7365401387										1.1000001431		0.5792598128		0.7820853591																												1		0.999999702		0.0000074336		0.0000002867		0.0000074336		0		0

				5.4000000954		0.7881446481		0.5793830156										1.2000000477		0.6554217935		0.7365402579																												1.0999999046		1		0.0000005385		0.0000033977		0.0000799186		0		0

				5.5999999046		0.8849303126		0.3883722126										1.2999999523		0.72574687		0.6664492488																												1.2000002861		1		0.0000000304		0.0000316714		0.0006691551		0		0.0000000013

				5.8000001907		0.9452007413		0.221841529										1.4000000954		0.7881446481		0.5793830156																												1.3000001907		1		0.0000000013		0.00023263		0.0043634288		0.000000001		0.0000000304

				6		0.9772498608		0.1079819351										1.5		0.8413447738		0.4839414358																												1.4000000954		1		0		0.0013499004		0.0221592765		0.000000019		0.0000005385

				6.2000002861		0.991802454		0.0447889976										1.6000001431		0.8849303722		0.3883719742																												1.5		1		0		0.0062096659		0.0876415074		0.0000002867		0.0000074336

				6.4000000954		0.9974448681		0.0158308949										1.7000000477		0.9192433357		0.2994548976																												1.5999999046		1		0		0.0227501076		0.269954592		0.0000033977		0.0000799186

				6.5999999046		0.9993128777		0.0047681793										1.7999999523		0.9452006817		0.2218417078																												1.7000002861		1		4.0830725590537E-16		0.0668073893		0.6475893855		0.0000316714		0.0006691551

				6.8000001907		0.9998409152		0.0012238022										1.9000000954		0.9640697241		0.1579002589																												1.8000001907		1		5.1398488634983E-18		0.1586554945		1.209854722		0.00023263		0.0043634288

				7		0.9999683499		0.0002676604										2		0.9772498608		0.1079819351																												1.9000000954		1		5.03895164712576E-20		0.3085377216		1.7603269815		0.0013499004		0.0221592765

				7.2000002861		0.999994576		0.0000498848										2.1000001431		0.986096561		0.0709491447																												2		1		3.84730492702164E-22		0.5		1.9947113991		0.0062096659		0.0876415074

				7.4000000954		0.9999992251		0.0000079226										2.2000000477		0.991802454		0.0447890498																												2.0999999046		1		2.28770293602818E-24		0.6914622784		1.7603269815		0.0227501076		0.269954592

				7.5999999046		0.9999998808		0.0000010722										2.2999999523		0.9953387976		0.0271659456																												2.2000002861		1		1.05939482080233E-26		0.8413450718		1.209851861		0.0668073893		0.6475893855

				7.8000001907		1		0.0000001237										2.4000000954		0.9974448681		0.0158308949																												2.3000001907		1		3.82079313413874E-29		0.9331929088		0.6475870609		0.1586554945		1.209854722

				8		1		0.0000000122										2.5		0.998650074		0.0088636968																												2.4000000954		1		1.07318802118491E-31		0.9772499204		0.269954592		0.3085377216		1.7603269815

				8.2000007629		1		0.000000001										2.6000001431		0.9993128777		0.0047681718																												2.5		1		2.34760318607871E-34		0.9937903285		0.0876415074		0.5		1.9947113991

				8.3999996185		1		0.0000000001										2.7000000477		0.9996630549		0.0024644376																												2.5999999046		1		3.99944886173027E-37		0.998650074		0.0221592765		0.6914622784		1.7603269815

				8.6000003815		1		0										2.7999999523		0.9998409152		0.0012238043																												2.7000002861		1		5.30625485590486E-40		0.9997673631		0.0043633925		0.8413450718		1.209851861

				8.8000001907		1		0										2.9000000954		0.99992764		0.0005838934																												2.8000001907		1		5.47907699551003E-43		0.9999683499		0.0006691488		0.9331929088		0.6475870609

				9		1		0										3		0.9999683499		0.0002676604																												2.9000000954		1		0		0.9999966025		0.0000799186		0.9772499204		0.269954592

				9.1999998093		1		3.8021752579205E-16																																										3		1		0		0.999999702		0.0000074336		0.9937903285		0.0876415074

				9.4000005722		1		1.21913931863067E-17

				9.6000003815		1		3.33115274499119E-19

				9.8000001907		1		7.75619553071628E-21

				10		1		1.53891969888925E-22

				10.1999998093		1		2.60193364749416E-24

				10.4000005722		1		3.74869845278694E-26

				10.6000003815		1		4.60242223260389E-28

				10.8000001907		1		4.81510096108121E-30

				11		1		4.29276754249036E-32

																																																																										Рис.

																																																																								Рис.

				ДУБЛЬ4

				x		P1		P2

				1.2000000477		0.0107452394		0

				1.3999999762		0.0149296867		0

				1.6000000238		0.0203781407		0.0000000001

				1.7999999523		0.0273248348		0.000000001

				2		0.0359939784		0.0000000122

				2.2000000477		0.0465780534		0.0000001237

				2.4000000954		0.0592123121		0.0000010722

				2.5999999046		0.0739472136		0.0000079226

				2.8000001907		0.0907216743		0.000049885

				3		0.1093400493		0.0002676604

				3.2000000477		0.1294573694		0.0012238043

				3.4000000954		0.1505752355		0.0047681793

				3.6000001431		0.1720519066		0.0158309154

				3.7999999523		0.1931276917		0.0447890498

				4		0.2129653394		0.1079819351

				4.1999998093		0.230702579		0.221841529

				4.4000000954		0.2455134392		0.3883722126

				4.6000003815		0.2566712797		0.5793834329

				4.8000001907		0.2636078894		0.7365403771

				5		0.2659615278		0.7978845835

				5.2000002861		0.2636078894		0.7365401387

				5.4000000954		0.2566712499		0.5793830156

				5.5999999046		0.2455134392		0.3883722126

				5.8000001907		0.230702579		0.221841529

				6		0.2129653394		0.1079819351

				6.2000002861		0.1931276768		0.0447889976

				6.4000000954		0.1720518768		0.0158308949

				6.5999999046		0.1505752355		0.0047681793

				6.8000001907		0.1294573545		0.0012238022

				7		0.1093400493		0.0002676604

				7.2000002861		0.0907216296		0.0000498848

				7.4000000954		0.0739472136		0.0000079226

				7.5999999046		0.0592123121		0.0000010722

				7.8000001907		0.0465780385		0.0000001237

				8		0.0359939784		0.0000000122

				8.2000007629		0.0273248069		0.000000001

				8.3999996185		0.0203781519		0.0000000001

				8.6000003815		0.0149296774		0

				8.8000001907		0.0107452357		0

				9		0.007597324		0

				9.1999998093		0.0052769696		3.8021752579205E-16

				9.4000005722		0.0036007001		1.21913931863067E-17

				9.6000003815		0.0024136223		3.33115274499119E-19

				9.8000001907		0.0015893915		7.75619553071628E-21

				10		0.0010281859		1.53891969888925E-22

				10.1999998093		0.0006534189		2.60193364749416E-24

				10.4000005722		0.0004079341		3.74869845278694E-26

				10.6000003815		0.0002501891		4.60242223260389E-28

				10.8000001907		0.0001507392		4.81510096108121E-30

				11		0.0000892201		4.29276754249036E-32
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