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Часть I. Элементы теории
1. Постановка задач оптимизации. Локальный и глобальный экстремумы. Классификация экстремальных задач. Примеры.

2. Выпуклые множества. Пересечение и линейная комбинация выпуклых множеств, их свойства. Конус, выпуклый конус. Аффинное множество, две формы представления аффинного множества. Выпуклая, неотрицательная и аффинная комбинация точек. Выпуклая, коническая и аффинная оболочки множеств. Их связь с комбинациями точек.

3. Относительная внутренность и относительная граница множества. Свойства относительной внутренности выпуклого множества.

4. Отделимость множеств. Свойства отделимости выпуклых множеств. Опорная гиперплоскость. Существование опорной гиперплоскости. Проекция точки на множество. Свойства проекций.

5. Сопряженное множество. Второе сопряженное множество. Их свойства. Сопряженный конус и сопряженное линейное подпространство. Конус, двойственный к сумме конусов, и конус, сопряженный к пересечению конусов.

6. Многогранные множества, полиэдры. Множество, сопряженное к многогранному множеству.

7. Системы линейных равенств и неравенств. Теоремы об альтернативах. Лемма Фаркаша. Линейные матричные неравенства.

8. Выпуклые, строго выпуклые и сильно выпуклые функции. Определения, примеры, свойства. Множество уровня выпуклой и сильно выпуклой функции. Эпиграф функции, свойства эпиграфа выпуклой функции.

9. Непрерывность и дифференцируемость по направлению выпуклой функции. Дифференциальные критерии выпуклой (сильно выпуклой) функции.

10. Субдифференциал выпуклой функции. Существование и свойства субдифференциала. Теорема о субдифференциале суммы выпуклых функций.

11. Индикаторная функция множества. Субдифференциал индикаторной функции выпуклого множества. Субдифференциал выпуклой  функции на выпуклом множестве. Опорная функция множества.

12. Сопряженные и полярные функции, их свойства. Неравенства Юнга–Фенхеля и Минковского–Малера. Примеры сопряженных и полярных функций.

13. Теорема Вейерштрасса и её следствия. Выпуклая задача минимизации. Теорема о глобальном экстремуме. Условия оптимальности выпуклых задач минимизации в терминах субдифференциалов.

14. Касательное направление, касательный конус. Конус возможных направлений. Их свойства. Теорема о необходимом условии экстремума в терминах производных по касательному направлению. Необходимое и достаточное условие экстремума для выпуклой задачи в терминах производных по направлению.

15. Необходимое и  достаточное условие экстремума дифференцируемой функции на выпуклом множестве. Вариационное неравенство. Необходимые и достаточные условия экстремума для задачи безусловной минимизации (БМ).

16. Необходимые условия оптимальности для задач математического программирования. Условия Каруша–Куна–Таккера. Условия регулярности ограничений. Условия оптимальности для классической задачи математического программирования. Достаточные условия второго порядка. 

17. Необходимые и достаточные условия оптимальности для выпуклой задачи математического программирования. Условие регулярности ограничений Слейтера. 

18. Функция Лагранжа для задач математического программирования и ее свойства. Седловая точка функции Лагранжа.  

19. Теория двойственности для задач математического программирования. Задача линейного программирования  и двойственная к ней. Задача квадратичного программирования и двойственная к ней.

20. Собственные и несобственные задачи математического программирования. Двойственность для несобственных задач линейного программирования. 

Часть 2. Численные методы
1. Понятие о численных методах оптимизации. Сходимость и условия остановки  численных методов.

2. Унимодальные функции одной переменной. Методы одномерной минимизации (метод дихотомии, метод золотого сечения, метод Фибоначчи).

3. Численные методы решения задачи БМ. Способы выбора шага в методах. Наискорейший спуск. Правило Армихо и правило Голдстейна. Градиентный метод и метод Ньютона решения задачи БМ. Свойства их сходимости. Квазиньютоновские методы.

4. Сопряженные направления. Метод сопряженных градиентов для минимизации квадратичных функций.   Метод сопряженных градиентов для решения общей задачи БМ. 

5. Задача линейного программирования (ЛП). Общая, каноническая и другие формы задачи ЛП.  Угловые точки в задаче ЛП. Алгебраический критерий угловой точки.

6. Симплекс-метод  решения задачи ЛП. Табличная форма СМ. Модифицированный СМ решения задачи ЛП. Двухфазный симплекс-метод. М-задача. 

7. Методы решения задач с простыми ограничениями. Метод проекции градиента. Метод условного градиента. 

8. Метод возможных направлений и метод линеаризации. Различные варианты вспомогательных задач для выбора возможных направлений.

9. Общая схема метода штрафных функций. Метод внешних штрафных функций. Точная внешняя штрафная функция. Метод внутренних штрафных функций (барьерных функций). Свойства сходимости методов штрафных функций.

10. Методы параметризации целевых функций (метод  внешних центров). Метод внешних центров для задач выпуклого программирования.

11. Модифицированные функции Лагранжа для задач с ограничениями типа равенства. Их обобщение на задачи с неравенствами. Методы последовательного квадратичного программирования.

12. Мультипликативно-барьерные методы для задач ЛП. Аффинно-масштабирующий метод и метод Кармаркара для задачи ЛП. Прямо-двойственный метод центрального пути для ЛП.

13. Задачи многокритериальной оптимизации. Понятие оптимальности в многокритериальной оптимизации. Оптимальные по Слейтеру и Парето решения задач многокритериальной оптимизации. Модификация метода внешних центров для задач многокритериальной оптимизации.
14. Методы глобальной оптимизации. Построение нижних аппроксимаций для липшицевых функций. Метод секущих и метод покрытий.
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ЗАДАНИЕ № 1

1. Используя геометрические интерпретации, решить следующие экстремальные задачи: 
a) 
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b) 
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c) 
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d) 
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Указать, какие из решений этих задач являются локальными, глобальными, строгими, острыми.
2. а) Пусть 
[image: image9.wmf]n

GR

Ì

 – замкнутое множество, 
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. Найти множество 
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б) Пусть даны 
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 и выпуклый конус  
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. Найти множество 
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3. Пусть 
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– произвольные непустые множества в 
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[image: image26.wmf](
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4. Решить задачу
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5. Найти экстремумы неявно заданной функции двух переменных 
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6. Для функции 
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найти множество точек из 
[image: image31.wmf]n
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, на которых она выпукла, строго выпукла, сильно выпукла.

7. Найти опорную функцию для множеств
a) 
[image: image32.wmf]{
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b) 
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8. Доказать, что для любого непустого множества 
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 справедливо представление.
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Если же 
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 выпукло, то 
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9. a) Показать, что конусом, сопряженным к конусу
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является конус
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b) Найти 
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10. Найти 
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на множестве 

[image: image44.wmf]{

}

3222

123123

:  323,  0

GxRxxxxxx

=Î++£--=

.
11. а)
Пусть даны матрицы  
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Рассмотреть частные случаи:
1) 
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Здесь 
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б)
Пусть даны матрицы 
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Доказать, что
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Рассмотреть частный случай, когда 
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12. Найти сопряженные конусы для
a)   монотонного неотрицательного конуса
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b) лексиграфического конуса

[image: image56.wmf]{

}

{

}

121

0:0, 0, 0

n

lexkk

KxRxxxxkn

+

=Î====>£<

K

U

.
13. Пусть заданы два выпуклых конуса 
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. Доказать, что существует такой ненулевой вектор 
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14.(*)   Является ли следующая функция выпуклой, липшицевой, функцией с липшицевым градиентом. Если да, оцените соответствующие константы:
а) 
[image: image65.wmf](

)

22

22

1

max|    1

2

T

u

fxxuuu

ìü

=-£

íý

îþ

,

b) 
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, где 
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c) 
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ЗАДАНИЕ  № 2

1. Между точками 
[image: image70.wmf]A

 и 
[image: image71.wmf]B

, расположенными на одинаковой высоте от земли, подвешена гибкая тяжелая нить с постоянной линейной плотностью 
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 равно 
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. Найти такую длину нити 
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, чтобы натяжение нити в точках подвеса 
[image: image77.wmf]A

 и 
[image: image78.wmf]B

 было минимальным. Уравнение точек линии в декартовой прямоугольной системе координат 
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, начало которой находится в точке 
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 проходит через точки 
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 параллельна ускорению свободного падения, имеет вид 
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 – параметр, зависящий от длины нити 
[image: image87.wmf]L

.

2. Определить расстояние между множествами 
[image: image88.wmf]22
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 а также уравнения двух разделяющих гиперплоскостей, одна из которых является опорной ко множеству 
[image: image89.wmf]1
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, другая – ко множеству 
[image: image90.wmf]2
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 в точках, для которых расстояние минимально:


[image: image91.wmf]{
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Вычисления провести с относительной точностью 
[image: image92.wmf]3
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3. Показать, что экстремальная задача регулярна: 
[image: image93.wmf]min()
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4. Решить задачу


[image: image95.wmf]{
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для чего найти точки 
[image: image96.wmf]*

x

, где 
[image: image97.wmf]()()
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, и выяснить, какие из них являются точками локального и глобального, строгого и острого экстремума.
5. Решить задачу БМ:

[image: image98.wmf]1

min(),

,0.

n

i

i

n

xax

xR

=

-+a

å

Îa>


6. Решить задачу 

[image: image99.wmf]3
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Показать, что в точках решения выполнено необходимое и достаточное условие экстремума.
7. Найти экстремумы в следующей задаче:

[image: image100.wmf]22
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 если 
[image: image101.wmf](

)

(

)

11, 0.

xyaa

--=¹

 
8. Решить задачу 


[image: image102.wmf]231
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[image: image103.wmf]222
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9. Построить задачу, двойственную к следующей:

[image: image104.wmf]2
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[image: image105.wmf]{:  a, c}, G.
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10. Найти функции, сопряженные к функциям:
а) 
[image: image106.wmf]4
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б) 
[image: image107.wmf](
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11. Для задачи min
[image: image108.wmf]22
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[image: image109.wmf]22
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найти седловую точку, решая задачу «в лоб», а именно:

а)
считая множители Лагранжа параметрами, найти 
[image: image110.wmf]12
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[image: image112.wmf]12
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б)
найти 
[image: image114.wmf]12
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   из решения задачи
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в)
сравнить решения 
[image: image116.wmf]12
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с решением, полученным из условия оптимальности ККТ.
12. В выпуклой задаче


[image: image117.wmf]{
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а) найти множество стационарных точек:


[image: image118.wmf],,:0(,,),(210)0,,0.
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б) решить двойственную задачу: 
[image: image119.wmf]max(),
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в) найти седловую точку 
[image: image121.wmf]*
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 функции Лагранжа.

13.   Найти субдифференциал 
[image: image122.wmf](
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 следующих функциях:
а) 
[image: image124.wmf](
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[image: image125.wmf]1,2,
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b) 
[image: image126.wmf](
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ЗАДАНИЕ № 3

1.
Найти стационарные точки и точки экстремума функции


[image: image130.emf]f(x)=x +2x5 - 27 - 4x3
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Сделать по одному шагу методом наискорейшего спуска (НС) из начальных точек


[image: image131.emf]xo =(0.8;0.8),x, = (-0.8;-0.8)
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Оценить значение коэффициента скорости сходимости в методе НС для итерационных процессов, для которых 


[image: image132.wmf]{
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[image: image133.wmf]x
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 – точки локальных минимумов, к которым сходится метод НС из указанных точек 
[image: image134.wmf]0

x

. Найти предельное значение коэффициента скорости сходимости.

2.
Для решения задачи 
[image: image135.emf]min (x% - 4x)
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 при условии 
[image: image136.wmf]15
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 с (-точностью методами дихотомии, золотого сечения и Фибоначчи найти число вычислений функции для ( = 10–7и ( = 10–10.

3.
Какую скорость сходимости к точке минимума имеет метод Ньютона при минимизации функций 
[image: image137.wmf](),,
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где 
[image: image139.wmf]0;
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[image: image140.wmf]1,2,
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Сделать для задачи а) один шаг метода Ньютона с регулировкой шага и выбором длины шага из условия одномерной минимизации. Что можно сказать о скорости сходимости метода Ньютона с регулировкой шага и выбором длины шага из условия одномерной минимизации для задачи б)?
4. Пусть векторы 
[image: image141.wmf],1,
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 – линейно независимы, 
[image: image142.wmf].
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[image: image143.wmf]:

n

i

hR

Î



[image: image144.wmf]11

1

1

;

,2,,

T

k

i

k

kki

T

i

ii

ha

aAh

hahkn

hAh

-

=

=

=-=

å


при этом система 
[image: image145.wmf],1,,
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Доказать, что векторы 
[image: image148.wmf],1,
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, сопряжены относительно матрицы 
[image: image149.wmf]A

, а также справедливо соотношение
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(*)

Используя формулу (*), решить систему линейных уравнений (**) предварительно ее симметризовав, для    
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5.   На примере задачи 
[image: image153.wmf](
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 показать, что оценка скорости сходимости метода наискорейшего спуска точная, а именно, на поверхности уровня 
[image: image155.wmf]22
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 найти такие точки, что шаг метода 
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сгенерирует точку 
[image: image158.wmf](
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[image: image160.wmf]0
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где 
[image: image161.wmf]**0

xy

==

, 
[image: image162.wmf]*0
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 – решение задачи.
6.
Определить скорость сходимости метода Ньютона и метода наискорейшего спуска и окрестность, из которой эти методы сходятся к оптимальному решению следующей задачи:


[image: image163.wmf]1
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Замечание. При решении задачи замену переменных 
[image: image164.wmf]rx
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 не использовать.

7.
Найти минимум функции методом Ньютона и методом сопряженных градиентов, где
[image: image165.emf]F(x) = X% 4253 + X3 = XXy —xpxy + X2 +2%) - 2%y = 253, X E R,
%o = (0,0,1).
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8.
Найти 
[image: image166.wmf]2223
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[image: image167.wmf]123123
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 методом множителей Лагранжа. Построить для данной задачи двойственную и решить ее. Сравнить решения этих задач.

9.
Для задачи 
[image: image168.wmf]min(),,
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достаточно гладкая функция,  сформулировать необходимые условия экстремума, если
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Сформулировать для указанных задач достаточные условия экстремума первого порядка, второго порядка, достаточные условия острого экстремума. Сформулировать для задачи математического программирования необходимые и достаточные условия оптимальности первого и второго порядков.
10.   Пусть в экстремальной задаче 
[image: image170.wmf](
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 целевая функция 
[image: image171.wmf](
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 является дифференцируемой на выпуклом множестве 
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[image: image173.emf]
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 является острым минимумом 
[image: image178.wmf](

)

fx

 на 
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ЗАДАНИЕ № 4

1.
Для задачи ЛП
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построить двойственную задачу, решить её, после чего решить прямую задачу.

2.
Найти решение задачи


[image: image181.wmf](
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зависящее от параметров 
[image: image182.wmf]и.
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3.
Следующую задачу линейного программирования решить табличным симплекс-методом 
[image: image183.wmf][
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Найти решение соответствующей двойственной задачи.
Указание. Конкретные значения параметров A и B получить у своего преподавателя.
4. Пусть матрица 
[image: image185.wmf]62
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 Методом внешних штрафных функций решить задачу 1: 
[image: image186.wmf]1
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[image: image187.emf]2x1 +4.XZ = 5,
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[image: image188.wmf]2

.

xR

Î

 Методом внутренних штрафных функций решить задачу 2: 
[image: image189.wmf]1
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[image: image191.wmf]2
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5.
Решить методом точных внешних штрафных функций задачу: найти

[image: image192.wmf]3

112233

222

112233

min(),.

()2()3(),0.

cxcxcxxR

xaxaxabb

++Î

-+-+-£>


Коэффициенты необходимо получить у своего преподавателя.
6.
Методом условного градиента решить задачу: найти 
[image: image193.wmf]22
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 Начальная точка x0 = (1, 0). Длина шага a вдоль направления h определяется из условия одномерной максимизации.

7. Методом проекции градиента решить задачу 
[image: image197.wmf]22
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 Начальная точка 
[image: image200.wmf]0
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8. Методом возможных направлений решить следующую задачу: 
[image: image201.emf]22
min(x5 - x)









min(

x

2

2

-

x

1

)

 при условиях: 
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 Начальная точка 
[image: image204.wmf]0
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9.
Методом модифицированных функций Лагранжа решить задачи:
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[image: image206.wmf](
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 где 
[image: image207.wmf]3
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 значения параметров 
[image: image209.wmf],,,1,3,
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 взять у своего преподавателя.
Найти предельное значение множителя Лагранжа 
[image: image210.wmf].
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 Оценить коэффициенты скорости сходимости последовательностей 
[image: image211.wmf],,1,2,
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Указание. При необходимости воспользоваться формулами  из задачи № 11, задание № 1.

10.
Методом параметризации целевой функции решить задачу 
[image: image212.emf]min(x; +x; +2x3)
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[image: image214.wmf]1,3.
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11.
Найти барьерно-проективным методом расстояние от начала координат до выпуклой оболочки точек 
[image: image215.wmf]2
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Указание. Свести задачу к задаче условной минимизации на симплексе.
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