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Основы теории полугрупп, групп, колец и полей

1. Алгебраические структуры. Бинарные операции. Полугруппы и моноиды.

2. Группы. Примеры групп. Циклические группы. Группа перестановок (симметрическая группа). Подгруппы. Порождающие или образующие элементы группы.

3. Левые и правые смежные классы группы по подгруппе. Индекс подгруппы в группе. Порядок элемента группы. Теорема Лагранжа.

4. Изоморфизмы, автоморфизмы и гомоморфизмы групп. Теорема Кэли. Сопряженные элементы и сопряженные подгруппы. Нормальные подгруппы.

5. Действия групп. Лемма Бернсайда. 

6. Факторгруппы. Ядро гомоморфизма. Внутренние автоморфизмы. Теорема о гомоморфизме групп.

7. Кольца. Примеры колец. Кольцо целых чисел. Кольцо многочленов над кольцом (полем). Кольца классов вычетов в кольце целых чисел и кольце многочленов. Подкольцо. Обратимые элементы кольца, группа обратимых элементов кольца, делители нуля.

8. Левые, правые и двусторонние идеалы. Главные идеалы. Максимальные и простые идеалы. Кольца классов вычетов. Идеалы в кольцах многочленов. Факторкольцо. Теорема о гомоморфизме колец.

9. Деление с остатком в кольцах целых чисел и многочленов над кольцом целых чисел. Евклидовы кольца. Идеалы в евклидовых кольцах. Факториальность евклидовых колец.

10. Поля. Примеры полей. Поле классов вычетов. Характеристика поля. Простое подполе. Конечные и алгебраические расширения полей. Поле разложения. Конечные поля.

Литература
1. Журавлёв Ю.И., Флёров Ю.А., Вялый М.Н. Дискретный анализ. Основы высшей алгебры. М.: МЗ-Пресс, 2006.

2. Кострикин А.И. Введение в алгебру. М.: Наука, 1977.

3. Ван-дер-Варден Б.Л. Алгебра. М.: Наука, 1976.

4. Винберг Э.Б. Курс алгебры. М.: Факториал, 1999.

5. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. М.: Наука, 1971.

6. Каргаполов М.И., Мерзляков Ю.И. Основы теории групп. 

    М.: Наука, 1972.

7. Ленг С. Алгебра. М.: Мир, 1971.

ЗАДАНИЕ

по курсу «Дискретный анализ» для студентов ФУПМ, ФИВТ

I курс, 2 семестр

1. Уравнение x12 = e имеет 14 решений в группе G.  Доказать, что группа G  не является циклической. 

2. Пусть G – группа, порожденная элементами а и b, для которых выполняются соотношения ab = ba, a2 = b2, a4b4 = e. Найти порядок группы G. Является ли эта группа циклической? 

3. Порождают ли перестановки порядка 11 группу S11? 
4. а) Доказать, что в группе S8 нет элементов порядка 56. 

б*) Построить подгруппу порядка 56 группы S8. (Указание: используйте поле из 8 элементов.)

5. Построить некоммутативную группу минимального порядка.

6. Доказать, что подгруппа, порожденная некоторым классом сопряженных элементов группы G, является нормальным делителем группы G.

7. Построить некоммутативную группу порядка 8, все подгруппы которой нормальны.

8. Доказать, что если Н – собственная подгруппа конечной группы G, то объединение сопряженных с Н подгрупп не содержит всех элементов группы.

9. Доказать, что число элементов, сопряженных с элементом a в группе G, равно индексу 
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, т.е. числу смежных классов по подгруппе N(a) – нормализатору элемента a: 
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10. Найти число различных раскрасок ребер куба в два цвета. Две раскраски считаются различными, если нельзя добиться совпадения цветов ребер вращениями куба. 

11. Пусть G – абелева группа и Н – подгруппа всех ее элементов конечного порядка. Тогда в факторгруппе G/H все неединичные элементы имеют бесконечный порядок.

12. Построить сюръективный гомоморфизм группы симметрий правильного шестиугольника на группу симметрий ромба.

13. Доказать, что группа автоморфизмов циклической группы абелева. Найти порядок группы автоморфизмов циклической группы порядка 12. Является ли эта группа циклической?

14. Ненулевой элемент кольца К называется нильпотентным, если 
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 при некотором п. Показать, что:

а) нильпотентность х влечет обратимость 1-х, если К – кольцо с единицей;

б) кольцо 
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 содержит нильпотентные элементы в том и только том случае, если m делится на квадрат натурального числа, большего единицы;

в) множество нильпотентных элементов коммутативного кольца вместе с нулевым элементом образует подкольцо. Привести опровергающий пример в некоммутативном случае.

13. Доказать, что идеал (х) в кольце многочленов Z[x] над кольцом целых чисел Z имеет в качестве собственного делителя идеал (2, х). Показать, что оба идеала при этом являются простыми.

14. Доказать, что кольцо многочленов Z[x] над кольцом целых чисел Z не является евклидовым.

15. Решить сравнения: 
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16. Найти порядок группы обратимых элементов кольца Z72  вычетов по модулю 72.
17. Построить пример коммутативного кольца с единицей, в котором разложение на простые множители неоднозначно.

18. Ненулевой элемент a поля 
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 называется квадратичным вычетом по модулю p, если уравнение x2 = a имеет решение в поле Zp. В противном случае a называется квадратичным невычетом. а) Найти сумму всех квадратичных вычетов по модулю 73. б) Найти произведение всех квадратичных невычетов по модулю 103.

19. Найти наименьшее конечное поле характеристики 2, в котором многочлен x14 + 1 раскладывается на линейные множители.

Подписано в печать  16.06.2009.  Формат 60 ( 841/16. Бумага офсетная.

Печать офсетная. Усл. печ. л. 0,5. Уч.-изд. л. 0.35. Тираж 350. Заказ № ф-   .

Государственное образовательное учреждение

высшего профессионального образования

«Московский физико-технический институт 

(государственный университет)»
Отдел автоматизированных издательских систем «ФИЗТЕХ-ПОЛИГРАФ»

141700, Московская обл., г. Долгопрудный, Институтский пер., 9
PAGE  
3

_1226224397.unknown

_1226224480.unknown

_1305622605.unknown

_1305622683.unknown

_1226224729.unknown

_1226224449.unknown

_1226224305.unknown

