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Программа по дисциплине 
«Теория формальных систем и алгоритмов»

I. Исчисление высказываний
1. Формулы логики высказываний. Тавтологии. Задачи проверки тавтологичности. Метод формальных теорий. Основные понятия исчисления высказываний. Схемы аксиом и правило вывода. Вывод в исчислении высказываний. Корректность и непродуктивность исчисления высказываний. 2. Теорема дедукции. Лемма Кальмара. 3. Полнота исчисления высказываний. 4. Метод резолюций в исчислении высказываний. 
II. Логика первого порядка
1. Основные понятия логики первого порядка: кванторы, термы, формулы, свободные и связанные вхождения переменных в формулы. Правила оценивания формул. Интерпретации. Сигнатура и модель. 2. Общезначимые формулы. Предварённая нормальная форма. Аксиоматика и правила вывода исчисления предикатов. Непротиворечивость исчисления предикатов. Полнота исчисления предикатов (без доказательства). Формальные теории. 3. Элиминация кванторов. 4. Теорема Тарского–Зайденберга. Разрешимость алгебры Тарского. 5. Сколемизация. Метод резолюций для формул первого порядка.
III. Теория алгоритмов и логика
1. Разрешимость и перечислимость. Уточнение понятия алгоритма. Машины Тьюринга (МТ). Тезис Чёрча–Тьюринга. 2. Нумерация машин Тьюринга (МТ). Неразрешимость проблемы остановки МТ. Теорема Поста. Примеры неперечисленных множеств. Метод сводимостей. 2. Неразрешимость проблемы достижимости в ассоциативных исчислениях. Полугруппы, заданные образующими и соотношениями. Неразрешимость проблемы равенства в полугруппах. 3. Неразрешимость проверки общезначимости формулы. 4. Арифметические предикаты. Бета-функция Гёделя. 5. Неперечислимость истинных формул арифметики. Теорема Гёделя о неполноте: семантическая версия.
Литература
Все книги можно найти на сайте электронной библиотеки Попечительского совета мехмата МГУ: http://lib.mexmat.ru/books/63/s2 
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2. Верещагин Н.К., Шень А. Лекции по математической логике и теории алгоритмов. Начала теории множеств. Изд. 4-е. М.: МЦНМО, 2012.
3. Верещагин Н.К., Шень А. Лекции по математической логике и теории алгоритмов. Ч. 2. Языки и исчисления. М.: МЦНМО, 2012.

4. Верещагин Н.К., Шень А. Лекции по математической логике и теории алгоритмов. Ч. 3. Вычислимые функции. Изд. 4-е. М.: МЦНМО, 2012. 
5. Мендельсон Э. Введение в математическую логику. М.: Наука, 1984.

6. Лавров И.А., Максимова Л.Л. Задачи по теории множеств, математический логике и теории алгоритмов. М.: Физматгиз, 2004.
7. Успенский В.А. Теорема Гёделя о неполноте и четыре дороги, ведущие к ней // Математическое просвещение. 2011. № 3, вып. 15. С. 35–75.
8. Чень Ч., Ли Р. Математическая логика и автоматическое доказательство теорем. М., 1983.

Задание по дисциплине 
«Теория формальных систем и алгоритмов»

1. Являются ли тавтологиями следующие формулы логики высказываний: 

а) 
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2. Докажите, что если в формулу исчисления высказываний каждая переменная входит лишь один раз, то эту формулу нельзя вывести в исчислении высказываний.
3. Может ли быть аксиомой исчисления высказываний формула вида
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,
где А, В, С – некоторые формулы?
4. Постройте вывод формул в исчислении высказываний, не используя теорему о полноте:
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5. Множество Г формул исчисления высказываний таково, что из него нельзя вывести любую формулу исчисления высказываний, но из множества 
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уже можно вывести любую формулу исчисления высказываний. Следует ли из этого, что из множества Г можно вывести формулу 
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 (x, y – переменные).
6. Постройте опровержение резолюциями для КНФ.
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7. Может ли формула
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выражать в некоторой интерпретации на целых числах предикат «xy = 0»?
8. Найдите формулу первого порядка, которая истинна в любой интерпретации на конечной области и ложна в некоторой интерпретации на бесконечной области.
9. Является ли общезначимой формула
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10. Найдите бескванторную формулу в алгебре Тарского 
[image: image12.wmf](
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которая эквивалентна формуле, выражающей предикат от четырёх параметров «существует такое z, что 
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 (Указание: используйте свойства наибольшего общего делителя многочленов).
11. Формальная модель арифметики 
[image: image14.wmf](
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 содержит один предикатный символ для предиката равенства и два бинарных функциональных символа для сложения и умножения. Выразите в этой модели предикаты на натуральных числах: а) «число является степенью 2»; б) «число простое»; в) «число является степенью 10» (указание: используйте китайскую теорему об остатках).
12. Проверьте методом резолюций общезначимость формулы
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13. Докажите, что существует алгоритм проверки равенства слов для полугруппы с двумя порождающими a, b и соотношением aba = bab. Оцените время работы такого алгоритма в зависимости от длины сравниваемых слов.
14. Ассоциативное исчисление содержит только правила преобразования слов вида 
[image: image16.wmf],
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 где а – символ алфавита, 
[image: image17.wmf]w

 – непустое слово. Докажите, что проблема достижимости для такого исчисления алгоритмически разрешима.
15. Докажите, что алгоритмически неразрешима проблема достижимости для ассоциативных исчислений в алфавите из двух символов.

16. Разрешимо ли множество таких общезначимых формул первого порядка, что в формуле (а) нет функциональных символов, а все предикатные символы – унарные; (б) все предикатные и все функциональные символы – унарные?

17. Перечислимо ли множество замкнутых выполнимых формул первого порядка (выполнимая формула истинна хотя бы в одной интерпретации)?

18. Перечислимо ли множество замкнутых формул первого порядка, которые истинны хотя бы в одной интерпретации на конечной области?
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