Г Л А В А  3 
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ
§ 1. Основные понятия теории графов

1.1. В конечном графе число вершин нечетной степени четно.
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1.2. Указать матрицу инциденций, матрицу смежности, списки инцидентности для следующих графов:




a)


        б)

1.3. Пусть Gn   –  граф   со   множеством   вершин   V = { v1, …, vn}, в котором вершины vi  и  vj смежны тогда и только тогда, когда i и  j  взаимно просты. Изобразите графы G4  и G8 и найдите их матрицы  смежности.

Покажите также, что если m < n, то Gm является подграфом Gn. 

1.4. Покажите, что графы G1 и G2 изоморфны, а графы G3 и G4 не изоморфны.

[image: image13.png]


[image: image14.png]


[image: image15.png]O



[image: image16.png]




  G1

   G2

       G3

     G4
1.5. Доказать, что с точностью до изоморфизма существуют ровно 4 простых графа с тремя вершинами и одиннадцать – с четырьмя вершинами. Сколько можно построить простых графов с 5 вершинами?

1.6. Как определить понятие изоморфизма между ориентированными графами? Доказать, что существует 16 попарно неизоморфных простых ориентированных графов с тремя вершинами.

1.7. Пусть A = || aij || – m ( n  – матрица инциденций простого графа с  n   вершинами и   m  ребрами  (aij =  1,   если   вершина   vj  инцидента ребру ei, в  противном  случае aij = 0). Доказать, что сумма чисел, стоящих в любом из столбцов матрицы, равна степени вершины, соответствующей этому столбцу. Что можно сказать о сумме чисел, стоящих в любой из строк?

1.8. Пусть G – граф со множеством вершин {v1, …, vn} и пусть f (G) – многочлен от переменных  x1, …, xn,  определенный формулой
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В этом равенстве произведение берется по всем таким парам i, j, что  i < j; 
[image: image2.wmf]ij
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 равно числу ребер, соединяющих  vi  и  vj, а  (i  равно числу петель в вершине vi. Доказать, что многочлен f(G) определяет граф G с точностью до изоморфизма.    Каким графам соответствуют делители  f (G)? 

Определение 1. Реберным графом L (G)  простого графа G называется граф, вершины которого взаимно однозначно сопоставлены ребрам графа  G, причем две вершины в L (G) смежны тогда и только тогда, когда соответствующие им ребра смежны в G.

1.9. Показать, что реберные графы графов, изображенных на рисунке,  изоморфны.  Найти  выражение  для  числа  ребер графа L (G)  через степени вершин графа G.
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Определение 2. Граф, у которого все вершины имеют одну и ту же степень, называется  регулярным графом.  Платоновы графы – графы, образованные вершинами и ребрами правильных многогранников – платоновых тел:  тетраэдра, куба, октаэдра, додекаэдра и икосаэдра.

1.10. Нарисовать платоновы графы. Показать, что платоновы графы – регулярные графы.

Определение 3. Пусть множество вершин  графа можно разбить на два непересекающихся подмножества V1 и V2       так, что каждое ребро в G соединяет вершину из V1 с вершиной из  V2, тогда граф G называют двудольным графом.

Определение 4. Пусть даны два графа G1 = (V1, E1) и G2 = = (V2, E2),  причем множества V1 и V2 не пересекаются; тогда объединением G1 ( G2 графов G1 и G2 называется граф со множеством   вершин V1 ( V2   и семейством ребер 

E1 ( E2: G =  G1 ( G2 = (V1 ( V2, E1 ( E2) .

Определение 5. Можно образовать соединение G1 + G2 графов G1 и G2, взяв их объединение  и соединив ребрами каждую вершину графа G1 с каждой вершиной графа  G2.

1.11. Проверить, что операции соединения и объединения коммутативны и ассоциативны.

Определение 6. Дополнением 
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 графа G = (V, E)   называется простой граф со множеством вершин V, в котором две вершины смежны тогда и только тогда, когда они не смежны в G.

1.12. Доказать, что дополнение полного графа является полностью несвязным графом и наоборот; дополнение регулярного графа регулярно.

1.13. Нарисовать все регулярные графы степени 3 с не более чем 8 вершинами.

1.14. Привести примеры (когда это возможно):

1) двудольного регулярного графа;

2) регулярного графа степени 3 с девятью вершинами;

3) платонова двудольного графа;

4) (для каждого n) простого графа с n вершинами и 

     (n – 1) (n – 2)/ 2  ребрами;

5) простого графа, изоморфного своему реберному графу;

6) простого графа, чье дополнение изоморфно реберному  графу;

7) колеса, дополнение которого – циклический граф.

Определение 7. Циклический граф  Cn – связный регулярный граф степени 2 с n вершинами; соединение графов N1 (полностью  несвязный граф с 1 вершиной)  и  Cn-1(n  ( 3)  называется  колесом с n  вершинами и обозначается Wn;


8) четырех связных графов, являющихся  регулярными графами степени 4;

9) платонова графа, являющегося реберным графом другого платонова графа;

10) связного графа, не представимого в виде соединения двух графов.

1.15. Что можно сказать о
1) соединении двух полных графов;

2) дополнении полного двудольного графа;

3) дополнениях графов: тетраэдра, куба, октаэдра;

4) дополнении соединения двух простых графов?

1.16. Пусть G, H, K  – простые графы;  доказать или опровергнуть следующие равенства:


G ( (H + K) =  (G ( H) + (G ( K),


G + (H ( K) =  (G + H) ( (G + K).
1.17. Описать матрицу смежности полных графов, полностью несвязных графов, двудольных графов и циклических графов. Что можно сказать о матрицах смежности простого графа и его дополнения?

1.18. Пусть G – двудольный граф с наибольшей степенью вершин (. Показать,  что  существует  двудольный  граф G./ = = G / (V1, V2),  в котором V1  и V2 содержат одинаковое количество вершин, причем G является регулярным графом степени  (, содержащим G  в  качестве  подграфа.

1.19. Доказать, что реберный граф графа Kn – полного графа с n вершинами имеет n (n – 1) / 2 вершин и является регулярным степени 2n – 4; получить аналогичные результаты для Km,n – полного двудольного графа с |V1| = m,  |V2| = n, в котором каждая вершина из V1  соединена с каждой вершиной из V2.. Доказать также, что простой граф изоморфен своему реберному графу тогда и только тогда, когда он является регулярным степени 2,  и описать все такие  графы.

1.20. Простой граф, изоморфный своему дополнению, называется самодополнительным. Доказать, что число вершин  самодополнительного  графа  представимо  в виде  4k   или   4k + 1,   где k – целое,  и найти все самодополнительные графы с 4 или 5 вершинами.

1.21. Доказать, что среди шестерых человек всегда найдутся трое, которые либо все знают друг друга, либо ни один из них не знает других.

Определение 8. Пусть G не имеет петель; тогда G называется  k-раскрашиваемым, если каждую его вершину можно окрасить одним из k цветов таким образом, чтобы никакие две смежные вершины   не   оказались  одного цвета.  Если   граф   G   является k–раскрашиваемым, но не является (k – 1) – раскрашиваемым, то назовем его k–хроматическим, а число k назовем хроматическим числом графа G и обозначим ((G).

1.22. Найти хроматические числа полного графа с n вершинами и полностью несвязного графа с n вершинами.

1.23. Доказать,   что   ((G) = 2   тогда  и  только  тогда,   когда G – двудольный граф, отличный от полностью несвязного графа.
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1.24. Если G не является полностью несвязным графом, то ((G) = 2 тогда и только тогда, когда G не содержит циклов нечетной длины.

1.25. Найти хроматические числа циклических графов с  нечетным числом вершин, колес с нечетным числом вершин, графа Петерсена (см. задачу 2.9).

1.26. Доказать, что если наибольшая из степеней вершин графа G равна (, то этот граф (( + 1) – раскрашиваем.

1.27. Найти хроматические числа платоновых графов.

1.28. Что можно сказать о хроматических числах соединения и объединения двух графов?

1.29. Пусть G – простой  граф  с n  вершинами, являющийся регулярным степени  d; показать, что  ( (G) ( n / (n – d).

Определение 9. Граф называется критическим, если удаление любой из его вершин (вместе с инцидентными ей ребрами) приводит к графу с меньшим хроматическим числом.

1.30. Показать, что

1) K n  является критическим для всех  n ( 1;

2) Сn  является критическим тогда и только тогда, когда n нечетно.

1.31. Показать, что если n нечетно, то соединение                                                                                             Cn + Cn    является критическим графом, хроматическое число которого равно шести.

1.32. Доказать,   что   всякий   критический граф,  являющийся k–хроматическим, обладает следующими свойствами:

1) он связен;

2) степень каждой его вершины не меньше k – 1;

3) не существует вершины, удаление которой приводит к несвязному графу. 

1.33. Доказать, что всякий k–хроматический граф (k > 1)  содержит в качестве подграфа критический k–хроматический граф.

§ 2. Пути и циклы в графе. Связность

2.1. Если в конечном неориентированном простом графе G равно две вершины имеют нечетную локальную степень, то они связаны.

2.2. 1) Если неориентированный граф G с однократными ребрами без петель имеет n вершин и k связных компонент, то максимальное число ребер в G равно
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2) Неориентированный граф с  n вершинами и с числом ребер большим, чем
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связен.

Можно дать следующие два определения связного графа.

Определение 10. Граф G называется связным, если для любых двух его вершин  (  и  (  существует простой путь из (  в  (.

Определение 11. Граф называется связным, если его нельзя представить в виде объединения двух графов.

2.3. Доказать, что граф является связным в смысле определения 10 тогда и только тогда, когда он связен в смысле определения 11.

2.4. Доказать, что неориентированный связный граф остается связным после удаления некоторого ребра тогда и только тогда, когда это ребро принадлежит какому-нибудь циклу.

2.5. Доказать, что неориентированный связный граф с n вершинами

1) содержит по крайней мере n – 1 ребро;

2) если содержит более чем n – 1 ребро, то имеет по крайней мере один цикл.

2.6. Показать, что в полном неориентированном графе Kn  каждое ребро принадлежит ровно n – 2 треугольникам (т.е. циклам длины 3).

2.7. Показать, что число cn  простых связных графов с вершинами V = {1, …, n} равно
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(Указание.    Каждый  граф  индуцирует  разбиение множества {1, …, n},  причем блоки состоят из вершин, принадлежащих общей связной компоненте. Пусть f(П) – число графов, индуцирующих разбиение П. Тогда  c = f(1)).

2.8. Пусть G – простой граф с n вершинами и k компонентами. Тогда число m его ребер удовлетворяет неравенствам

n – k ( m ( (n – k) (n – k + 1) /2.

Определение 12. Разделяющим множеством связного графа G называется такое множество его ребер, удаление которого приводит к несвязному графу.

Определение 13. Разрезом называется такое разделяющее множество, никакое собственное подмножество которого не является разделяющим. Если разрез состоит из единственного ребра e, то e называется мостом.

2.9. В графе Петерсена (регулярный граф степени 3) найти циклы длины 5, 6, 8, 9 и разрезы, содержащие три, четыре, пять ребер.
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2.10. Обхватом графа называется длина его кратчайшего цикла; найти обхваты графов: 

1) Kn  – полного графа с n вершинами;

2) Km, n – двудольного полного графа  с  |V1| = m, |V2| = n, в котором каждая вершина из множеств V1 соединена с каждой вершиной из V2;

3) Cn    – циклического графа (см. определение 7);

4) Wn  – колеса (см. определение 7);

5) платоновых графов;

6) графа Петерсена.

2.11. Доказать, что ребро связного графа является мостом (см. определение 13) в том и только том случае, когда оно не содержится ни в одном из циклов.

2.12. Доказать. что если G – простой граф, то 

1. [image: image20.png]


G  и 
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не могут быть одновременно несвязными;

2. из того, что G связен, следует, что реберный граф L(G) тоже связен.

2.13. Показать, что если каждый из двух различных циклов некоторого графа G проходит через ребро e, то в графе существует цикл, не проходящий через e. Установить соответствующий результат, заменив слово «цикл» на слово «разрез».

2.14. Доказать, что граф является  двудольным  тогда  и только тогда, когда все его циклы имеют четную длину. Можно ли сформулировать аналогичный результат для разрезов?

2.15. Пусть  в  простом   графе    G   выполняется   неравенство  ( (v) ( r  (r ( 2) для каждой вершины v; показать, что тогда в G существует цикл, имеющий длину не меньше r + 1.

2.16. Пусть G – простой граф с n  вершинами, не содержащий треугольников (циклов длины три). Индукцией по n доказать, что G содержит не более n2  ребер, и привести пример, когда эта верхняя граница достигается.

Определение 14. В связном графе расстояние d(v,() между v  и (  есть длина кратчайшего простого пути из  v  в  ( . Диаметром ( связного графа G называется максимально возможное расстояние между любыми двумя его вершинами. Центром графа G  называется такая вершина v, что максимальное расстояние между v и любой другой вершиной является наименьшим из всех возможных; это расстояние называется радиусом r:
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2.17. 1) Привести пример графа, у которого больше одного центра.

 2) Найти диаметры и радиусы графов Kn, Cn, Wn  и графа Петерсена.
 3) Доказать, что r ( ( (  2r .
2.18. Если степень каждой вершины конечного неориентированного графа G  не меньше двух, то G содержит цикл.

§ 3. Эйлеровы и гамильтоновы пути  и циклы

3.1. Эйлеров путь в неориентированном графе существует тогда и только тогда, когда граф связен и содержит не более двух вершин нечетной степени.

3.2. Конечный граф G = <V, E> содержит эйлеров цикл тогда и только тогда, когда

а) G  – связен;

б) все его локальные степени четны.

3.3. Построить эйлеровы циклы для следующих графов:
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a)



б)

3.4. Связный граф обладает эйлеровым циклом тогда и только тогда, когда семейство его ребер можно разбить на непересекающиеся циклы.
3.5. Для каких чисел m и n следующие графы обладают эйлеровыми циклами (см. задачу 1.19 и определение 7):

1) Km,n ,    2) Kn ,   3) Wn ?

3.6. Есть ли среди платоновых графов графы, обладающие эйлеровыми циклами? Если да, то найти в них эйлеровы циклы.

3.7. Доказать, что если граф G связен и имеет k > 0 вершин  нечетной степени, то минимальное число не имеющих общих ребер циклов, объединение которых содержит каждое ребро графа G, равно k / 2. Что можно сказать в случае нечетного k?

3.8. Можно ли ходом шахматного коня обойти шахматную доску размером 8 ( 8  так, чтобы каждый ход встречался ровно один раз (ход “встречался”, если конь переместился с одной клетки на другую любым из двух возможных способов). Тот же вопрос для короля и ладьи. Как изменятся  ответы для шахматной доски размером 7 ( 7? Изложить решения в терминах теории графов.

Определение 15. Граф, обладающий эйлеровым циклом, назовем эйлеровым.

3.9. Доказать, что реберный граф простого эйлерова графа является эйлеровым. Если известно, что реберный граф простого графа G является эйлеровым, то можно ли отсюда вывести, что сам граф G эйлеров?

3.10. Доказать, что граф K5 имеет 264 эйлеровых цикла.

3.11. Дано множество, состоящее из пятнадцати костей домино, от 0-0 до 4-4; сколькими различными способами их можно уложить в цикл, соблюдая стандартные для этой игры правила?

Определение 16. Граф, обладающий гамильтоновым циклом, назовем гамильтоновым.

3.12. Если в простом графе с n ( 3 вершинами ( (v) ( n /2 для любой вершины v, то граф G является гамильтоновым.

3.13. Показать, что граф, вершины и ребра которого соответствуют вершинам и ребрам n – мерного куба, имеет гамильтонов цикл.

3.14. Полный простой путь из ( 0  в ( l длины l имеет тип цикла, если ( (( 0) + ( (( l) ( l + 1, где ( (( i) – локальная степень вершины ( i.

3.15. Максимальный простой путь в связном графе может иметь тип цикла только тогда, когда граф имеет гамильтонов цикл.

3.16. В связном графе либо имеется гамильтонов цикл, либо длина l  его максимальных простых путей удовлетворяет неравенству 

l ( ( (( 0) + ( (( l) .

3.17. В графе без гамильтоновых циклов длина его максимальных простых путей удовлетворяет неравенству

l ( ( 1 + ( 2 ,

где ( 1  и  ( 2 – две наименьшие локальные степени.

3.18. Если в графе G с n вершинами для любой пары вершин ( 0 и ( ( (( 0) + ( (( e) ( n – 1, то G  имеет гамильтонов путь.

Если (((0) + (((e) ( n, то  G имеет гамильтонов цикл.

3.19. Для каких чисел m и n следующие графы являются гамильтоновыми: 1) Km,n; 2) Kn; 3) Wn? Описать гамильтоновы циклы в каждом из тех случаев, когда они существуют. Показать, что все платоновы графы являются гамильтоновыми, и найти в каждом из них гамильтоновы циклы.

3.20. Доказать, что граф Петерсена не является гамильтоновым. Обладает ли этот граф гамильтоновым путем?

3.21. Привести пример графа, являющегося эйлеровым, но не гамильтоновым, а также  графа, являющегося гамильтоновым, но не эйлеровым. Что можно сказать о графах, являющихся одновременно эйлеровыми и гамильтоновыми?

3.22. Пусть H – группа, порожденная двумя элементами ( и  b,  b5 = 1,   ( b2(  =  b( b   и   ( b3(  = b2.  Доказать, что   ((b(b3(3b)2 = 1. 

 Какая связь между этой задачей и задачей нахождения гамильтонова цикла в графе, соответствующем додекаэдру?

3.23. (Дирак). Граф имеет гамильтонов цикл, если для  каждой его вершины  ( (() ( 
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3.24. Привести контрпример, показывающий, что в доста-точном для гамильтоновости условии Дирака неравенство

( (v) ( n/2  нельзя заменить  условием  ( (v) ( 
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3.25*. Доказать, что реберные графы эйлерова простого графа и гамильтонова простого графа являются гамильтоновыми.

3.26*. Найти  n гамильтоновых циклов в графе K2n+1, обладающих тем свойством, что никакие два из них не имеют общих ребер.

3.27. Найти кратчайшие пути от вершины 1 ко всем другим вершинам графа.
[image: image23.png]



3.28. Показать, что следующий алгоритм всегда позволяет найти эйлеров цикл в неориентированном простом связном графе, если он существует: начать с некоторой вершины P и каждый раз вычеркивать пройденное ребро; не проходить по ребру, если удаление этого ребра приводит к разбиению графа на две несвязные компоненты (не считая изолированных вершин).

3.29. Написать алгоритм,  основанный   на   описанном  в задаче 3.28 алгоритме и позволяющий найти все эйлеровы циклы графа.
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