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ПРЕДИСЛОВИЕ

Сборник предназначен для студентов первого курса факультета прикладной математики и экономики МФТИ. Включены задачи и упражнения по комбинаторике, элементам алгебры логики, теории графов. Представление о содержании сборника дает оглавление.

Среди задач и упражнений выделены две группы. Первая ориентирована на первоначальное знакомство с предметом и   содержит, в частности, теоремы и утверждения, рассматриваемые на лекциях и семинарах. Их решение необходимо для начального освоения дисциплины.

Решение задач, отмеченных знаком «(», потребует от студентов определенных (в некоторых случаях значительных) усилий. Эти задачи – повышенной трудности, предназначены для достаточно глубокого изучения комбинаторики, теории графов и их связей с другими разделами курсов математики, информатики и их приложений.

Несколько слов о структуре сборника. Каждая из трех его глав разделена на параграфы. В каждом параграфе задачи имеют двойную нумерацию: i.j, где i – номер параграфа,  j – номер задачи внутри параграфа. Ссылки на параграфы имеют  вид § u.v, где u – номер главы, v – номер параграфа  внут-

ри главы, на который дается ссылка.

Г Л А В А   I

 КОМБИНАТОРНЫЕ МЕТОДЫ ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ
( 1. Комбинаторные задачи о числе функций, слов в алфавите и размещений объектов по ячейкам при различных ограничениях

1.1. 1) Даны множества X, Y, причем |X| = n, |Y| = m. Сколько существует функций f : X ( Y ?


2) Каково число слов длины n  в алфавите из m букв?


3) Сколькими способами можно разместить n различных объектов по m  различным ячейкам?


4) Установить соответствие между постановками задач 1), 2), 3). Охарактеризовать это соответствие.

1.2.
1) Найти число инъективных отображений множества X из n элементов во множество Y из m элементов.


2) Сколько можно составить слов длины n без повторений букв в алфавите из m букв?


3) Сформулировать задачу о размещении объектов по ячейкам, соответствующую постановкам 1) и 2).

1.3.
Доказать, что число упорядоченных размещений n различных объектов по m различным ячейкам равно

[m]n = m(m + 1)...(m + n – 1).

1.4.
Доказать справедливость следующих соотношений:

[m]n = (m – n + 1) [m]n – 1 ,


[image: image124.png]


 ,

[m]n = [m + n – 1]n ,

[m]n = (m + n – 1) [m]n – 1 .

1.5.
Пусть А – множество букв a1, ..., am , упорядоченных так, что

a1 < a2 < ... < am .

Слово x1x2 ...xn  длины n в алфавите A – монотонное, если
x1 ( x2 (  ... ( xn .

Доказать, что число монотонных слов длины n в алфавите из m букв равно [m]n/n! .

1.6.
Найти число способов представления целого положительного числа m как суммы n неотрицательных целых чисел (задача Муавра).

1.7.
Доказать,    что   число   различных    подмножеств   n-элементного множества равно 2n.

1.8.
В теории вероятностей рассматриваются комбинаторные схемы, связанные с выбором k шаров из урны с n шарами.

При этом шары могут различаться или нет, выбор шаров может производиться с возвращением или без (вынутый шар кладется обратно в урну или нет) и выбор может рассматриваться как упорядоченный или нет.

Найти число способов выбора для следующих схем:


1) неупорядоченный выбор с возвращением k шаров из урны с n различными шарам;


2) упорядоченный выбор с возвращением k шаров из урны с n различными шарами;


3) неупорядоченный выбор без возвращения k шаров из урны с n различными шарами;


4) упорядоченный выбор без возвращения k шаров из урны с n различными шарами.

Установить соответствие схем 1) – 4) размещениям элементов по ячейкам и словам в алфавите.

1.9.
Сколько существует возможностей трижды вытащить туза  червей  из  колоды в 52 карты при пятикратном выборе с возвращением?

1.10. Пусть S = {1, 2, ..., n}. Сколько можно образовать из элементов S упорядоченных r-выборок с повторением, упорядоченных  r-выборок   без   повторения,   неупорядоченных  r-выборок с повторением, неупорядоченных r-выборок без повторения?

1.11. Найти насколько возможно простые решения следующих задач:


1) Сколько четырехбуквенных слов можно образовать из букв слова “ИНТЕГРАЛ”?


2) Сколько имеется пятизначных чисел, которые делятся на 5?


3) Сколько двузначных чисел, у которых все цифры четные?


4) Сколько пятизначных чисел, у которых все цифры нечетные?


5) Сколько  четырехзначных  чисел  можно написать с помощью цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5? Найти сумму этих чисел.


6) Сколько есть трехзначных чисел, которые записываются с помощью цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5 и делятся на 3?


7) Сколько есть пятизначных чисел, которые одинаково читаются справа налево и слева направо?


8) Сколько разных слов можно составить перестановкой букв в слове “МАТЕМАТИКА”?


9) Сколько различных делителей имеет число 
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, где pi – различные простые числа, не равные единице, (i – некоторые натуральные числа?

1.12. Сколько подмножеств множества {1, 2, ..., 12} содержат по крайней мере одно нечетное число?

1.13. Сколькими способами можно получить, 8 раз бросая игральную кость,


– дважды 3,


– дважды 4,


– три раза 5,


– один раз 6?

(безразлично, в каком порядке).

1.14. Сколько возможностей существует для того, чтобы среди 30 человек оказался по крайней мере один, родившийся 1 января? 

1.15. Доказать, что каждое  целое  положительное число n может быть 2n – 1 – 1 различными способами представлено  в виде суммы меньших целых положительных слагаемых, если два представления, отличающиеся хотя бы порядком слагаемых, считать различными.

1.16. а) Сколькими способами можно упорядочить множество {1, 2, ..., n} так, чтобы числа 1, 2, 3 стояли рядом в порядке возрастания?


 б) Сколькими способами можно упорядочить множество {1, 2, ..., n} так, чтобы каждое число, кратное 2, имело номер, кратный 2, и каждое число, кратное 3, имело номер, кратный 3?

1.17. а) Каково число матриц из n строк и m столбцов с элементами из множества {0, 1}.

 б) То же при условии, что строки матриц различны.

1.18. Доказать, что каждое  целое  положительное число  можно представить в виде суммы различных целых положительных слагаемых столькими способами, сколькими способами его можно представить в виде суммы одинаковых или различных, но нечетных слагаемых. Например, все возможные представления числа 6 посредством различных слагаемых будут:

6, 1 + 5, 2 + 4, 1 + 2 + 3,

посредством нечетных:

1 + 5, 3 + 3, 1 + 1 + 1 + 3, 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

1.19. Рассмотрим игру в “крестики-нолики” на трехмерном кубе 8 ( 8 ( 8. Сколько можно указать прямых, на которых лежат 8 значков в ряд? Определите также количество выигрывающих прямых для куба с ребром k в n-мерном пространстве.

1.20. Образуем наборы по k чисел (a1, ..., ak) из множества чисел {1, 2, ..., n}, разрешая числам ai повторяться. Для каждого такого набора отметим наименьшее из a.

а) Доказать, что сумма наименьших ai во всех наборах равна

1k + 2k + ... + nk,

т.е.                 
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б) Вычислить количество k-наборов (a1, ..., ak) с минимумом ( m.


в) Вычислить количество k-наборов (a1, ..., ak) с минимумом = m.

1.21. Пусть n и k-фиксированные, положительные целые числа. 

Сколько существует последовательностей  (X1, X2, ..., Xk) подмножеств множества {1, 2, ..., n} таких, что 

X1 ( X2 (  ... ( Xk = ( ?

1.22*. Пусть  |S| = n  и  зафиксируем  положительное целое  k.  Сколько  существует  таких   последовательностей  (Т1, Т2, ..., Tk) подмножеств Ti множества S, что 

T1 ( T2 (  ... ( Tk ?

1.23. Определить количество способов, расставить в последовательность числа 1, 2, ..., n так, чтобы при произвольно выбранном первом числе появлению числа k в последовательности  предшествовало  бы  появление  числа  k – 1  либо k + 1 (необязательно непосредственно перед ним). Например, для n = 6 среди возможных последовательностей имеются следующие: 4, 3, 5, 2, 6, 1 и 3, 4, 2, 1, 5, 6.

1.24. а) Сколькими способами можно рассадить за круглым столом n человек?


 б) Сколькими способами можно рассадить за круглым столом n юношей и n девушек так, чтобы юноши и девушки чередовались?

1.25*. Пусть 1 (  k < n. Привести комбинаторное доказательство того, что среди всех 2n-1 разложений (упорядоченных  разбиений)  числа  n  число  k  встречается  слагаемым (n - k + 3) 2n-k-2 раз. Например, если n = 4 и k = 2, двойка встречается один раз в 2 + 1 + 1, 1 + 2 + 1, 1 + 1 + 2 и дважды в 2 + 2, всего пять раз.

1.26. Доказать неравенства
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1.27. Сколько перестановок множества {1, 2, ..., n} не имеют циклов длины k (k ( 1)?

1.28. Пусть ( – перестановка  n-элементного множества {1, 2, ..., n}. Сколько перестановок обладают тем свойством, что ( (1) < ( (2) < ... < ( (k)?

1.29. Пусть {B1, ..., B2} – слова в алфавите A = {b1, ..., bq} такие, что никакое слово Bi не содержит другое слово Bj в качестве своего префикса, т.е. Bi ( Bj U ни для каких слов U в алфавите A.

|Bi| = li , i = 1, ..., r ,

l1  (  l2 (  ...  (  lr .

Тогда
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( 2. Биномиальные и полиномиальные 

коэффициенты, производящие функции для них

Комбинаторные тождества

2.1.
Доказать,  что  число   k-элементных   подмножеств  n-элементного множества A есть
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2.2.
Доказать:





 EMBED Equation.2  [image: image8.wmf].

;

1

1

1

-

-

-

-

+

=

=

k

n

k

n

k

n

k

n

n

k

n

C

C

C

C

C

 

б)

 

а)


2.3. Доказать, что производящей функцией последовательности биномиальных коэффициентов 
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 является степень бинома, т.е.
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2.4. Доказать с помощью комбинаторных рассуждений:
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2.5.
Пусть X – множество n различных объектов и пусть n1, n2 , ..., np – неотрицательные целые числа, удовлетворяющие условию n1 + n2 +...+ np = n. Доказать, что количество размещений n объектов по ячейкамY1, ..., Yp , каждая из которых содержит соответственно n1, n2 , ..., np объектов, есть
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2.6. Доказать, что (x1 + x2 + ... +xp)n есть производящая функция для
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2.7. Доказать:

а)  
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б) 
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в)   
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2.8.
а) Сколько имеется четырехзначных чисел, у которых каждая следующая цифра больше предыдущей?


б) Сколько имеется четырехзначных чисел, у которых каждая следующая цифра меньше предыдущей?

2.9.
1) Сколько рациональных членов содержит разложение 
[image: image18.wmf](
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2) Выписать разложения в виде многочлена от x, y, z для (x + y + z)3 и (x + y + z)4.


3) Чему равен коэффициент при x2y3z2 в разложении (x + y + z)7 ?


4) Найти   коэффициент   при    xkyr   в   разложении (1 + x + y)n.


5) Найти коэффициенты при x17 и  x18  в разложении (1 + x5 + x7)n.

2.10. Сколькими способами можно разместить n одинаковых шаров по m различным урнам:


а) при отсутствии ограничений;


б) при условии, что пустых урн нет;


в) во второй урне (m ( 2) k шаров;


г) в первых k урнах соответственно a1, ..., ak шаров (a1+ ... + ak (  n);


д) в k-й урне не менее чем ak шаров (k = 1, 2, ..., m)?

2.11.  Найти число всех слов длины mn в n-буквенном алфавите, в которых каждая буква алфавита встречается m раз.

2.12. 1) Доказать, что 
[image: image19.wmf]1
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 делятся на p, если p – простое число.


2) Доказать, что разность ap - a при любом целом a делится на p.


3) Произведение любых т последовательных целых чисел делится на т!


4) Если k и n целые положительные числа, то и 

 – целое число.


5) Чему равен наибольший общий делитель чисел 
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2.13. а) Сколькими способами можно распределить n одинаковых монет между p лицами? 


б) Сколькими способами можно распределить n одинаковых монет между p лицами так, чтобы каждый получил не менее одной монеты?

2.14. а) Колода в 52 карты раздается 4 игрокам, каждому по 13 карт. Сколько существует возможностей того, что у одного игрока окажется:



1) 13 карт одной масти;



2) 4 туза и 4 короля;



3) 3 туза и 3 короля?


б) Игрок в бридж объявляет, что среди 13 его карт есть туз. Подсчитать количество возможных случаев, когда у него в точности 2 туза.

2.15. а) Сколько существует возможностей для того, чтобы среди 6 человек в точности трое родились во вторник?


б) Пусть каждая из 5 семей состоит из 4 человек. Предположим, что 6 из этих 20 человек больны скарлатиной. Сколько существует различных вариантов для следующих случаев:


1) карантину  должны  быть подвергнуты в точности 2 семьи,


2) в точности 3 семьи, 


3) не менее 3 семей,


4) все семьи?

2.16. 42  пассажира  садятся  в  автобус,  который  делает  7 остановок. Подсчитать количество всех возможных ситуаций при условии, что на каждой остановке выходят в точности 6 человек.

2.17. 1) Задача о книжной полке. На книжной полке стоят n книг, из которых выбираются k книг. Сколько существует способов выбора, если среди выбранных книг никакие две не стояли рядом?


2) Сколько существует последовательностей из n символов “0” и k символов “1” таких, что две единицы не стоят рядом?


3) Сколько существует способов выбора k различных точек из n точек, расположенных на окружности так, чтобы никакие две выбранные точки не являлись соседними?

2.18. а) Даны n элементов 1, 2, ..., n, расположенных в строку,    причем    любые    элементы     из     множества     {i, i + 1, ..., i+a} считаются “а-соседями”. Доказать, что число различных способов выбора k элементов, из которых никакие два не являются “а-соседями”, равно 

.


б) Доказать, что соответствующее число (см. п. а)) для n элементов, расположенных по окружности, дается соотношением


[image: image21.wmf].
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2.19. Дан алфавит {a1, ..., aп}. Сколько из него можно составить слов длины 2п, содержащих каждую букву ровно два раза, причем так, что нигде в слове рядом нет двух одинаковых букв? Например, для п = 2 возможны только слова а1а2а1а2  и а2а1а2а1.

2.20. а) Число  монотонных  слов  длины  п  в   алфавите R, |R| = r,   равно   числу   п-подмножеств   произвольного    (r + n – 1)-множества.


б) Показать, что число монотонных слов длины п, содержащих все символы некоторого алфавита R, |R| = r, равно числу (r – 1)-подмножеств (n - 1)-множества.

2.21. Путем классификации различных слов длины п в алфавите из п символов показать, что


[image: image22.wmf].
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2.22. Доказать с помощью комбинаторных рассуждений тождества:

1) 
[image: image23.wmf];
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2) 
[image: image24.wmf];
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3) 
[image: image25.wmf];
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4) 
[image: image26.wmf];
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5) 
[image: image27.wmf];
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6)  
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7)* 
[image: image29.wmf];
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8)* 
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где n = min {a,b}.

2.23. Доказать,  что  для   целых    положительных  п   и  т, п ( т
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2.24. Дать комбинаторные доказательства тождеств:

1) 
[image: image32.wmf];
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2) 
[image: image33.wmf];
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3) 
[image: image34.wmf];
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4) 
[image: image35.wmf];
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5) 
[image: image36.wmf](
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2.25. Разложение п есть представление числа п в виде упорядоченной суммы положительных целых. Если разложение содержит   в  точности  k   слагаемых,  то  оно   называется   k-разложением.

1) Доказать,  что  существует  

 k-разложений  п  и 2n – 1 разложений п.

2) Сколько целых положительных решений имеет уравнение x1 + x2 + ... +xk = n ?

3) Сколько целых неотрицательных решений имеют 

    уравнение x1 + x2 + ... + xk = n,

    неравенство x1 + x2 + ... + xk ( n ?

4) Сколько  разложений  числа  23 состоят лишь из чисел 2 и 3?

5) Найти число разложений числа n > 1, имеющих четное число четных слагаемых.

2.26. а) Доказать, что  число  k-сочетаний  из  п  символов с повторениями
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есть



б) Привести комбинаторное доказательство тож-дества



.

2.27. 1) Пусть |X| = n, |Y| = m. Найти число способов, которыми можно выбрать функцию f : X ( Y, а затем линейно упорядочить каждый блок кообраза f. (Для любого y ( Y соответствующий  блок кообраза задается непустым множеством f-–1(y) = {x ( X : f(x) = y}.)  Элементы множеств X и Y различны.


2) Сколько таких способов существует при условии, что функция f сюръективна?


3) То же задание, что и в п. 1), но элементы множества Х неразличимы. Дать ответ в виде конечной суммы.

2.28. а) Показать, что
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б) Доказать, что
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в) Вывести формулу для 

.

2.29. Найти простые выражения для сумм:


а) 



б) 



в) 
[image: image40.wmf].
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2.30. Найти минимальное значение суммы
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2.31. а) Доказать формулу
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Получить отсюда выражение для



б) 


в) 


2.32. Показать, что
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2.33. Вычислить значение суммы


[image: image44.wmf](
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2.34. Доказать следующие соотношения:


1) 
[image: image45.wmf](
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2) 
[image: image46.wmf][
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3) 
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5)* 
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2.35. Пусть   дана   прямоугольная   решетка   со   сторонами т и п.






(т, п)

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	



    (0, 0)

Будем рассматривать кратчайшие пути из левого нижнего угла (0, 0) в правый верхний угол (т, п), проходящие по сторонам решетки.

1) Найти число различных путей из (0, 0) в (т, п).

2) Группируя пути по месту попадания на верхнюю сторону, получить тождества



 и  


	(
	k
	(
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


3) Подсчитывая количество путей в соответствии с тем, где они пересекают вертикальную линию, получить тож-дество


[image: image49.wmf].
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[image: image1.wmf][
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4) Группируя пути по месту пересечения с наклонной линией, получить тождество
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2.36. а) Доказать тождество
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б) Пусть
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Воспользовавшись взаимно обратными соотношениями, получить тождество
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2.37. Доказать тождества
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3.38. а) Пусть
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Используя одно из соотношений
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б) Дополнительной  к  сумме Snm из п. а) является сумма
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Таким образом
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2.39. Доказать:
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2.40. Доказать следующие равенства:

а) 
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2.41. Доказать следующие равенства:

а) 
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б) 
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2.42. а) Доказать, что число сочетаний по k элементов из п элементов, среди которых имеется р элементов одного типа и по одному элементу из q других типов (спецификацию этих элементов будем обозначать символом p1q, p + q = n), равно


[image: image77.wmf](

)

.

1

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

p

k

q

k

q

k

q

k

p

C

q

K



б) Доказать, что число сочетаний по k элементов из п элементов спецификации 2m1n-2m равно
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2.43. Введем обозначения
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Доказать, что
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Доказать:

а) 
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б) Вывести рекуррентные соотношения: 
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в) Доказать тождества 
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2.44. Обобщение задачи 2.43.

Рассмотрим сумму
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1) Получить рекуррентные соотношения:
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2) Из этих соотношений и тождеств, доказанных выше, получить
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3) Используя формулу свертки и доказанные тождества, показать, что
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4) В частности, показать, что выполняются соотношения
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2.45. Доказать следующие равенства:

1) 
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3) 
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4) 
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2.46. Доказать тождества:

 1) 
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2.47. Доказать следующие равенства:
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  r – вещественное, k – целое ( 0;
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   r – вещественное, k – целое;

4) 
[image: image116.wmf],

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

k

m

k

n

k

n

k

m

m

n

  n, m, k – целые;
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2.48. а) Пусть ( – некоторое множество, содержащее п элементов, а А1, ..., Аk – подмножества этого множества. Набор подмножеств А1, ..., Аk называется коллекцией Шпернера, если ни одно из множеств А1, ..., Аk не является частью другого. Доказать, что 

.


б) Пусть  ( – множество, состоящее из п элементов, А1, ..., Аk –  коллекция  Шпернера  этого  множества,  |A1| =  i1, |A2| = i2, ..., |Ak| = ik . Тогда
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в) Пусть хп - число различных коллекций Шпернера для множества из п элементов. Доказать следующие неравенства:
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2.49.* Рассмотрим произведение х1х2 ... хп. Сколькими способами можно расставить скобки так, чтобы вычисление значения произведения стало однозначно определенным?
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