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ЭЛЕМЕНТЫ АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ
§ 1. Функции алгебры логики и способы их задания

1.1. Указать выражения всех элементарных булевых функций, использующие только 

а) штрих Шеффера;

б) стрелку Пирса.

1.2. Пусть о и  ( некоторые из связок {(, (, (, (, (, |, (}. Выяснить, какие из соответствующих элементарных операций алгебры логики обладают свойствами:
- коммутативности, т.е.

x ( y  = y ( x ;

- ассоциативности, т.е. 
x ( (y ( z) = (x ( y) ( z;

- дистрибутивности (операции о относительно операции ( ), т.е.

x о (y ( z) = (x о y) ( (x о z).

Здесь x, y, z – логические переменные.

1.3. Доказать справедливость простейших правил:

- де Моргана
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- поглощения


x ( x(y = x.

1.4. На основании каких тождеств алгебры логики можно получить следующие теоремы теории множеств:

а) (X ( Y) ( Z = X ( (Y ( Z) ;

б) 
[image: image2.wmf];
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в) 
[image: image3.wmf]?
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1.5. Какие теоремы теории множеств можно получить из тождеств алгебры логики:

а) (x ( (
[image: image4.wmf]x

( y)) ( y = 1;

б) x ( (x(  y) = x;

в) (x ( y) ( (x ( y) = 1?

1.6. Указать существенные и несущественные (фиктивные) переменные следующих функций:

1) f1(x1, x2, x3) = (00111100) ;

2) f2(x1, x2, x3) = (x1 ( (x1 ( x2)) ( x3 ;

3) f3(x1, …, xn) = (x1 ( x2) + … + (xn-1 ( xn) + (xn ( x1) .

1.7. (Леммы о разложении функции алгебры логики по первой переменной).

Пусть f(x1, …, xn) – функция алгебры логики от n переменных. Тогда

1) f(x1, …, xn) = x1 ( f(1, x2, …, xn) ( 
[image: image5.wmf]1

x

(f(0, x2, …, xn);

2) f(x1, …, xn) = (x1 ( f(0, x2, …, xn)) ( (
[image: image6.wmf]1

x

 ( f(1, x2, …, xn)).

1.8. Пусть xi – булевы переменные, (i ( {0, 1}, i = 1, …, n. Доказать, что 
[image: image7.wmf]1
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 тогда и только тогда, когда xi=(i, i = 1, …, n.

1.9. Пусть f(x1, …, xn) – произвольная функция алгебры логики от n переменных. Справедливы следующие разложения по k переменным:

1) в дизъюктивную нормальную форму


[image: image8.wmf];

)

...,

,

,

...,

,

(

...

)

...,

,

(

1

1

2

1

}

1

,

0

{

:

)

...,

,

(

1

2

1

1

n

k

k

k

n

x

x

f

x

x

x

x

x

f

k

i

k

+

Î

Ú

=

s

s

s

s

s

s

s

s


2) в конъюнктивную нормальную форму


[image: image9.wmf].
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1.10. Доказать, что произвольная функция алгебры логики от n переменных может быть представлена в


а) совершенной дизъюнктивной нормальной форме:


[image: image10.wmf],
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где f(x1, …, xn) 
[image: image11.wmf]º
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б) совершенной конъюнктивной нормальной форме:


[image: image12.wmf],
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 где 

f(x1, …, xn) 
[image: image13.wmf]º
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1.11. Представить в виде д.н.ф. следующие функции:

1) (x1 + x2) ( (x1((x2 ( 
[image: image14.wmf]1

x

)) ;

2) (x1 ( x2) ( (x1 ( x3) ;

3) 
[image: image15.wmf]2
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4) (x1(
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5) (x1 ( (x2(x3))(
[image: image17.wmf])
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1.12. Представить в виде д.н.ф. и к.н.ф. следующие функции:

a) x1((x2((x3(…((xn-1(xn))…);

b) x1  (  (x2  ( (x1  ( (x3  ( (x3  ( x2)))) .

1.13. Записать в виде к.н.ф. функцию от п переменных, принимающую значение «0» только на наборах из всех нулей и всех единиц.

1.14. Доказать, что 


[image: image18.wmf].
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1.15. Доказать, что


[image: image19.wmf].
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1.16. Найти дизъюнктивное, конъюнктивное и импликативное разложение по переменным x1, x2 следующих функций:

1) x1((x3
[image: image20.wmf]2

x

 ( x1);

2) x3 ( (x1(x2) ( x3
[image: image21.wmf]4

x

;

3) (x2+x3) ( (x1x2 ( 
[image: image22.wmf]1

x

x4). 

1.17. Показать, что


[image: image23.wmf].
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1.18. Найти число элементарных конъюнкций от n переменных.

1.19. Определить число элементарных конъюнкций от n переменных, обращающихся в единицу в точке с координатами a1, …, an.

1.20. Найти k ( n, при котором можно получить наибольшее количество различных элементарных конъюнкций ранга k от n переменных.

1.21. Сколько элементарных конъюнкций от n переменных имеют длину l, k1 ( l ( k2, k1, k2 – некоторые константы, не превосходящие n, k1 ( k2?

1.22. Найти среднее число д.н.ф., реализующих одну функцию алгебры логики. 

1.23. Обозначим через 
[image: image24.wmf])

(

n

f

p

число элементарных конъюнкций функции f(x1, …, xn). Доказать, что 
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где с – некоторая константа.

1.24. Сколько имеется различных функций от n переменных, принимающих значение 1 на тех и только тех наборах, в которых содержится ровно k единиц ?
1.25. Сколько имеется различных функций от n переменных, принимающих значение 0 на наборах, в которых содержится ровно k единиц ?

1.26. Найти число функций от n переменных, имеющих k единичных точек.

1.27. Сколько имеется функций от n переменных, сохраняющих одновременно «1» и «0» ?

1.28. Подсчитать число симметрических функций от n переменных.

`

1.29. Определить  количество  функций  от  n  переменных

f(x1, …, xn), которые принимают значение «1», если 

x1 + x2 + … + xn = 1,

а в остальных случаях могут принимать произвольные значения.

1.30. Дать оценку снизу для числа функций, существенно зависящих от всех своих аргументов.

1.31. Пусть 
[image: image26.wmf]y

(n) – число функций, существенно зависящих от всех n переменных. Доказать, что
[image: image27.wmf]
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1.32. Подсчитать число различных функций f(x1, x2, …, xn) , не зависящих существенно от x1.

1.33. Доказать, что функция, представленная полиномом Жегалкина, существенно зависит от всех входящих в него переменных.

1.34. Построить структуру на множестве всех элементарных конъюнкций от n переменных, в которой конъюнкции A и B связаны отношением A > B (изображается стрелкой, идущей от A к B), если 

 B = AC, C ( 0, C ( 1.

Выделить в этой структуре слои, состоящие из конъюнкций одинаковой длины, и найти количество элементов в слое максимальной длины.

1.35. 1) Чему равно число всех вершин n-мерного единичного куба Вn ?


 2) Чему равно число вершин куба Вn, содержащих ровно k единиц ?

1.36. Подсчитать число различных возрастающих путей на 6-мерном единичном кубе B6 от вершины (0, …, 0) к вершине (1, …, 1).

1.37. Доказать, что n-мерный единичный куб Вn можно представить в виде объединения 
[image: image29.wmf]]

2

/

[

n

n

C

 попарно непересекающихся возрастающих цепей.

1.38. 1) Доказать,  что  в  n-мерном единичном кубе Bn  существует n! попарно различных возрастающих цепей длины n.


 2) Показать, что число попарно различных возрастающих цепей длины n, содержащих фиксированную вершину (a1, …, an) из n-мерного единичного куба такую, что 


[image: image30.wmf],
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1.39. Пусть  ((1, …, (k)  –  заданный  набор, (j ( {0,1}, j=1, …, k. Множество всех наборов (a1, …, an) из Вn, у которых 
[image: image31.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf],
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 называется гранью куба Bn, число k – рангом этой грани, число n – k – размерностью этой грани. 

Доказать следующие утверждения:

1) число всех граней ранга k куба Вn равно 
[image: image33.wmf]k
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2) общее число граней куба Вп равно 3п;

3) число граней размерности k, содержащих заданную вершину (a1, …, an), равно 
[image: image34.wmf]÷
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4) число граней размерности k, содержащих заданную грань размерности l, равно 
[image: image35.wmf]÷
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5) число k – мерных  граней,  пересекающихся  с  данной l – мерной гранью куба Вп , равно


[image: image36.wmf].
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§ 2 Функционально замкнутые классы

2.1. Доказать, что следующие системы функций являются функционально замкнутыми классами:

1) монотонные функции;

2) линейные функции;

3) самодвойственные функции;

4) функции, сохраняющие единицу;

5) функции, сохраняющие ноль;

6) функции, сохраняющие ноль и единицу;

7) функции от одной переменной.

2.2. Пусть f (x1, …, xn) – функция алгебры логики, ( (x) получена из 
[image: image37.wmf])
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 путем отождествления всех переменных:

( (x) = f (x, …, x).

Определить ((x), если 

1) 
[image: image38.wmf];
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3) 
[image: image40.wmf].
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2.3. Указать, к каким классам Поста относятся следующие элементарные функции алгебры логики:
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[image: image42.wmf].
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2.4. Пусть даны нелинейная функция от двух переменных и отрицание. Доказать, что суперпозициями из них можно получить все нелинейные функции от двух переменных.

2.5. Теорема о функции, двойственной к суперпозиции функций. Пусть функция ( (x1, …, xn) получена как суперпозиция функции  f, f1, …, fm :


[image: image43.wmf].
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Тогда
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т.е. функция, двойственная к суперпозиции функций, есть суперпозиция двойственных функций.

2.6. Найти функции, двойственные следующим функциям:

а) 
[image: image45.wmf];
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б) 
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2.7. Найти конъюнктивную нормальную форму функций, двойственных функциям


[image: image47.wmf].
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2.8. Представить в виде конъюнктивной нормальной формы функцию, двойственную функции


[image: image48.wmf].
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2.9. Пусть К – множество функций алгебры логики, К*  – множество всех тех функций, которые двойственны к функциям из К. Доказать, что К является замкнутым классом тогда и только тогда, когда замкнут класс К*.

2.10. Доказать, что для монотонных функций справедливо разложение


[image: image49.wmf].
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2.11. Доказать, что достаточным условием монотонности функции от п переменных является представление ее в виде дизъюнктивной нормальной формы, не содержащей отрицаний.

2.12. Выяснить монотонность следующих функций:

а) 
[image: image50.wmf];
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б) 
[image: image51.wmf].
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2.13. Доказать, что функция, двойственная монотонной функции, монотонна.

2.14. Доказать что если формулы f и ( равносильны, то и двойственные им формулы f( и (( также равносильны.

2.15. Привести определение функции, являющейся:


а) немонотонной;


б) нелинейной;


в) несамодвойственной.

2.16. Показать, что если функция f (x1, …, xn) удовлетворяет любым двум из четырех условий:

1) 
[image: image52.wmf];

S

f

Î

 2) 
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[image: image54.wmf];
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 4) 
[image: image55.wmf],
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 – кроме комбинаций условий (2,3) и (2,4), то она удовлетворяет и двум другим условиям.

По определению функция 
[image: image56.wmf])
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 удовлетворяет условию <A2> (или <a2> ), если у любых двух наборов, на которых f принимает значение 0, существует общая единичная (или нулевая) координата.

2.17. Сколько функций от двух переменных являются
1) монотонными;

2) самодвойственными;

3) линейными;

4) сохраняют ноль;

5) сохраняют единицу?
2.18. Найти число следующих функций от п переменных:

1) линейных; 

2) самодвойственных;

3) сохраняющих ноль;

4) сохраняющих единицу;

5) дать нижнюю и верхнюю оценки числа монотонных функций.

2.19. Сколько имеется функций от п переменных, сохраняющих одновременно «1» и «0» и являющихся линейными?

2.20. Сколько имеется монотонных функций, не принадлежащих 


[image: image57.wmf]?
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2.21. Найти количество самодвойственных функций, не принадлежащих одновременно ни одному другому классу Поста.

2.22. Сколько функций принадлежит только классу Т0 и не принадлежит ни одному другому классу Поста?
2.23. Определить количество функций от п переменных, принадлежащих

1) L ( S ( T0  ( T1 ;

2) L ( S ;

3) L ( T1 ;

4) L ( M ;

5) L ( T0 ;

6) S ( T0 ;

7) S ( T1 ;

8) S ( T0 ( T1 .

2.24. Заполнить таблицу, указав в клетках количество функций от п переменных, принадлежащих пересечению соответствующих классов Поста.
	
	T0
	T1
	L
	S
	M

	T0
	
	
	
	
	

	T1
	
	
	
	
	

	L
	
	
	
	
	

	S
	
	
	
	
	

	M
	
	
	
	
	


2.25. Указать те классы Поста, которые полностью перекрываются объединением остальных классов.

2.26. Найти все функции от п переменных, принадлежащие одновременно всем классам Поста.

2.27. Лемма о несамодвойственной функции.

Пусть 
[image: image58.wmf].
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 Тогда из нее операциями суперпозиции с функциями х и 
[image: image59.wmf]x

 можно получить константы 0 и 1.

2.28. Лемма о немонотонной функции.

Пусть 
[image: image60.wmf].
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 Тогда из нее с помощью операций замены переменных и суперпозиции с константами 0 и 1 можно получить функцию 
[image: image61.wmf]x

.

2.29. Лемма о нелинейной функции.

Пусть 
[image: image62.wmf]L

f

Ï

, используя функции 0, 1, 
[image: image63.wmf]x

 с помощью операции суперпозиции можно получить функцию x ( y.
2.30. Основная лемма теоремы Поста.

Пусть система функции алгебры логики F содержит функции: 
[image: image64.wmf].
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 Тогда из функций этой системы операциями суперпозиции и замены переменных можно получить константы и функцию 
[image: image65.wmf]x

.

2.31. Теорема Поста (критерий полноты).

Для того чтобы система функций F была полна в Р2, необходимо и достаточно, чтобы она не содержалась полностью ни в одном из пяти замкнутых классов T0, T1, L, S, M, иными словами, чтобы для любого класса T0, T1, L, S, M  среди функций системы F нашлась хотя бы одна функция, ему не принадлежащая.

2.32. Определение. Множество K( функций алгебры логики, содержащееся в замкнутом классе K, называется предполным классом в K, если 

1) K( не является полной системой в K; 

2) для всякой 
[image: image66.wmf]K
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[image: image67.wmf].
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Доказать, что всякий предполный класс K( в замкнутом классе K замкнут.

2.33. Любой замкнутый класс функций алгебры логики в P2 обязательно содержится целиком хотя бы в одном из классов T0, T1, L, S, M.

2.34. Доказать,   что   T0, T1, L, S, M   –  предполные  классы в P2.

2.35. Среди замкнутых классов функций алгебры логики в Р2 существует только пять предполных: T0, T1, L, S, M.
2.36. Из любой полной в Р2 системы функций можно выделить полную подсистему, содержащую не более четырех функций.

2.37. Определить, полна ли система функций:
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4) 
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5) 
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7) 
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8) 
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16) 
[image: image83.wmf]};
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17) 
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18) 
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19) 
[image: image86.wmf]}.
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2.38. Показать, что 
[image: image87.wmf]}
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 не является полной системой. Перечислить все возможные способы расширения этой системы до полной путем присоединения одной функции, зависящей не более чем от двух переменных.

2.39. Определить, образуются ли функционально замкнутые классы в результате применения следующих теоретико-множественных операций к функционально замкнутым классам:

1) объединение;

2) пересечение;

3) дополнение;

4) разность.

2.40. Какое из отношений включения имеет место для классов K1, K2:

а) 
[image: image88.wmf]];
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б) 
[image: image89.wmf]?
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2.41. Выразить, если это возможно, основные элементарные функции алгебры логики через суперпозиции:

1) дизъюнкции и отрицания;

2) конъюнкции и отрицания;

3) импликации и отрицания.

2.42. Привести пример полной системы, состоящей из одной функции от п переменных (п ( 2).

2.43. Привести пример функции от четырех переменных, образующей полную систему в Т0.

2.44. Выразить следующие функции алгебры логики через штрих Шеффера:

а) 
[image: image90.wmf];
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б) 
[image: image91.wmf];
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в) 
[image: image92.wmf].
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2.45. Указать алгоритм построения обобщенных функций Шеффера от двух и трех переменных.

2.46. Определить количество обобщенных функций Шеффера от п переменных. Как изменяется относительное число этих функций с возрастанием п?

2.47. Пусть ( (n) – число штрихов Шеффера от п переменных. Доказать, что 


[image: image93.wmf].
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2.48. Из системы следующих функций алгебры логики выделить все подсистемы, которые являются базисами:


[image: image94.wmf].
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2.49. Определить верхнюю и нижнюю границы для количества функций, содержащихся в базисе класса монотонных функций.
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