(  3. Разбиения и размещения. Рекуррентные 

соотношения
3.1.
а) Доказать, что числа Стирлинга первого рода s(n, k) удовлетворяют следующему рекуррентному соотношению:

s(n, k) = s(n, k – 1) – пs(n, k),

s(n, 0) = 0,

s(n, п) = 1.


б) Показать, что начало таблицы значений чисел Стирлинга первого рода имеет следующий вид:

	s(n, k)
	k = 0
	1
	2
	3
	4
	...

	n = 1
	0
	1
	0
	0
	0
	...

	n = 2
	0
	–1
	1
	0
	0
	...

	n = 3
	0
	2
	–3
	1
	0
	...

	n = 4
	0
	–6
	11
	–6
	1
	...

	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	;

;

;
	.

.

.
	


3.2. Чему равно число разбиений множества п объектов на т классов? Найти число Стирлинга второго рода S(5, 3).

3.3. Доказать, что число сюръективных отображений мно-жества Х, |X| = n на множество Y, |Y| = m равно m!S(n, m), где S(n, m) – число Стирлинга второго рода.

3.4. Доказать, что числа Стирлинга второго рода удовлетворяют следующему рекуррентному соотношению:

S(n + 1, k) = S(n, k–1) + kS(n, k),

S(0, 0) = S(n, 1) = S(1, 1) = 1,

S(n, 0) = 0, n > 0.
3.5. Доказать тождества
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где суммирование распространяется на все упорядоченные разбиения п на т слагаемых: n = n1+ ... +nm , ni ( 0 – целые числа. Получить отсюда представление чисел Стирлинга второго рода.

3.6. Доказать формулу
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где S(n, k) – числа Стирлинга второго рода.

3.7. Доказать рекуррентное соотношение для чисел Стирлинга второго рода
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3.8. Доказать  рекуррентное  соотношение  для чисел Белла Bk
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3.9. Доказать справедливость следующих представлений чисел Стирлинга второго рода:


а) 
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(сравните с задачей 4.4);


б) 
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где k1 + k2 + ... + kn = k;  1(k1 +2(k2 + ... + n (kn = n.
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3.10. 1) Доказать, что для каждого m > 0 матрица чисел Стирлинга первого рода ||s(n, k)||, 0 < n, k ( m, есть обратная матрица для матрицы чисел Стирлинга второго рода ||S(n, k)||, 0 < n, k (  m, т.е.
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2) Пусть a0, a1, ... и b0, b1, ... – две последовательности вещественных чисел. Доказать эквивалентность следующих двух соотношений:
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3.11. Показать, что
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где s(n, k) – числа Стирлинга первого рода, Bk – числа Белла.

3.12. 1) Обозначим через c(n, k) число перестановок п элементов с k циклами. Найти с (6,2).


2) Доказать следующее рекуррентное соотношение для с(п, k):

с(п, k) = с(п – 1, k – 1) + (n – 1) с(п – 1, k).


3) Показать, что производящая функция для с(п, k) имеет вид:


[image: image12.wmf].
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4) Показать, что имеет место следующее соотношение между числами Стирлинга первого рода s(n, k) и с(п, k):

 с(п, k) = ( –1)k+n s(n, k) = | s(n, k)|.


5) Показать, что число перестановок п элементов, каждая из которых состоит из k циклов, отличных от единичных, равно
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3.13. Проверить, что
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2) 
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2

,

2

)

1

,

(

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

n

n

n

n

S



3) 
[image: image16.wmf];
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4) 
[image: image17.wmf];
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5) 
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6) Показать, что в общем случае
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где b(n, k) удовлетворяет рекуррентному соотношению

b(n + 1, k) = kb(n, k) + nb(n – 1, k – 1) .

3.14. Обозначим через f(n, k) число последовательностей а1а2 ... ап положительных целых чисел, таких, что первое появление числа i ( 1 встречается раньше, чем первое появление числа i + 1 (1 ( i ( k – 1), и при этом максимальное встречающееся число есть k. Пусть, кроме того, каждое число 1, 2, ..., k встречается по меньшей мере один раз. Выразить f(n, k) через числа Стирлинга.

3.15. Дать комбинаторное доказательство того, что число разбиений множества {1, ..., n}, в которых ни одна пара последовательных чисел не оказывается в одном блоке, есть число Белла В(п – 1).

3.16. Пусть X и Y – конечные множества, |X| = n, |Y| = r.

1) Доказать, что число отображений f :X(Y различных типов (произвольное, инъективное, сюръективное, биективное) при различных условиях на различимость-неразличимость элементов множеств X и Y задается таблицей:

	             Тип ото-

            бражения

Огра-

ничения

на множества
	Произволь-

ное
	Инъектив-ное
	Сюръек-тивное
	Биек-

тивное

	Эл-ты X-различ.
             Y-различ.
	rn
	[r]n
	r!S(n, r)
	r!

	Эл-ты X-неразл.
             Y-различ.
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	Эл-ты X-различ.
             Y-неразл.
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	1, если n ( r,
0, если n > r.
	S(n, r)
	1

	Эл-ты X-неразл.
             Y-неразл.
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	P(n, r)
	1


Здесь S(n, k) – число Стирлинга второго рода, P(n, k) – число разбиений п на k частей:
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2) Дать интерпретацию приведенных отображений в терминах размещений объектов по ячейкам.

3.17. Чему равно число таких (упорядоченных и неупорядоченных) распределений п объектов по r ящикам, что в точности  r – k ящиков являются пустыми?

3.18. 1) Число способов размещения п различных объектов по т различным ячейкам, когда объекты в ячейках упорядочиваются и нет ограничений на число объектов в каждой из них, равно
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2) При условии, что все ячейки должны быть заняты, это число равно
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3.19. Число способов размещения п объектов спецификации (n1n2 ...) по т различным ячейкам, когда объекты в ячейках упорядочены, равно произведению
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где D(n, m) – число способов размещения п одинаковых объектов по т различным ячейкам.

3.20. Число способов размещения п одинаковых элементов по т одинаковым ячейкам при условии отсутствия пустых ячеек р(п, т) равно числу разбиений п сомножителей на т групп, а число способов размещения без указанного ограничения равно

р(п, 1) + ... + р(п, т).

3.21. Пусть P(n, k) – число разбиений п на k частей, Q(n, k) – число  разбиений  п  на k различных частей. Например, Q(8, 3) = 2;  соответствующие  разбиения   есть   1 + 2 + 5  и  1 + 3 + 4. Доказать с помощью комбинаторных рассуждений, что 
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3.22. Обозначим через 
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Доказать:
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3) 
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)

,

(

)

,

1

(

1

å

=

=

r

k

n

k

n

S

r

D



4) 
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5) 
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3.23. Пусть
[image: image36.wmf])
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Доказать:
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2) 
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3) 
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4) 
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3.24. Обозначим D(n, m) число сюръективных отображений  f : X(Y  множества  Х  на  множество  Y, |X| = n, Y =|m| (число способов размещения п различных объектов по т различным ячейкам при условии занятости всех ячеек).


Доказать, что


1) 
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2) 
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3.25. Пусть f(n, m, s) – число размещений п различных объектов по т различным ячейкам при условии, что каждая из т ячеек может содержать не более s объектов.

Вывести рекуррентные соотношения
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2) 
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Показать далее, что
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5) 
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6) 
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3.26. Пусть h(n, m, r) – число размещений п различных объектов по т различным ячейкам при условии, что в каждую ячейку попадает не менее r объектов.

Доказать рекуррентное соотношение:
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3.27. Число возможных размещений п объектов спецификации 
[image: image52.wmf])
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Обозначим 
[image: image54.wmf])
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 спецификацию объектов и через 
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 – число размещений п объектов спецификации [n] по т различным ячейкам без дополнительных ограничений. Обозначим далее через R([n], m) число размещений при отсутствии свободных ячеек.


1) Показать, что
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или, что то же самое
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И обратно,
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где 
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2) Пусть
[image: image60.wmf])
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, т.е. имеется по одному объекту 

 каждого из р типов, а остальные типы (в спецификации 

) содержат более одного элемента.


Тогда показать, что
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3) Подобным же образом показать для спецификации 

, в которой имеется по 2 однотипных элемента каждого из р типов, а остальные типы содержат более двух элементов, что
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[image: image64.wmf].
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(Последнее соотношение основано на тождестве
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4) Применяя для спецификаций обозначения, аналогичные предыдущим, показать
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Для доказательства последнего использовать тождество:
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3.28. Обозначим через L(n, m) число способов размещения п одинаковых объектов по т различным ячейкам при условии, что ни одна из них не остается пустой. Показать, что
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3.29. Пусть заданы объекты спецификации (pq) и т различных ячеек, R(pq, m) – число размещений этих объектов по т ячейкам. Показать, что
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3.30. Число способов размещения k взаимно неатакующих ладей на доске, имеющей форму прямоугольного треугольника со стороной q – 1, является числом Стирлинга второго рода S(q, q – k).

3.31. По определению, разбиением целого положительного числа п называется набор целых положительных чисел, сумма которых равна п, а порядок чисел в расчет не принимается.

Докажите следующие утверждения:

1) Число разбиений с неравными частями равно числу разбиений, все части которых нечетны.

2) Для каждого числа, большего 1, существует столько же разбиений с четным числом частей, сколько и с нечетным.

3) Число разбиений целого п ( 0, в каждом из которых точно т частей, равно числу разбиений п на части, наибольшая их которых равна т.

4) Число разбиений целого п ( 0, в каждом из которых число частей не превышает k, равно числу разбиений, в которых нет частей, больших k.

5) Число разбиений целого п, каждое из которых содержит точно k частей, равно числу разбиений числа 

 c k различными частями.

6) Число разбиений целого п ( 0, в котором нет частей, превосходящих k, равно числу таких разбиений числа п + k, в каждом из которых имеется в точности k частей.

3.32. а) Показать,  что  число  разбиений  произвольного п-множества на 2 блока равно 

.


 б) Дать формулу для числа разбиений произвольного п-множества на 3 блока.

3.33. Пусть Р(n, r) – количество разбиений числа  п на r частей для всех n ( r ( 1. Доказать:

Р(n, 1) = Р(n, n) = 1;

Р(n, r) = Р(n – r, 1) + Р(n – r, 2) + ... + Р(n – r, r).

3.34. Пусть Р(х) – такой многочлен степени п, что Р(х) = 2х для х = 1, 2, ..., п + 1. Чему равняется P(п + 2)?

3.35. Сколькими способами можно уплатить за покупку стоимостью сто рублей монетами достоинством в 1, 5, 10, 20 и 50 рублей?

3.36. Доказать, что число, равное произведению п  различных простых сомножителей, может быть S(n, m) способами представлено в виде произведения т сомножителей.

3.37. Пусть ( = {B1 , ..., Bp}– разбиение множества S такое, что |B1| = ... = |Bp| = k.  Пусть f : S ( S – отображение такое, что если a, b ( Bi , то f(a), f(b) ( Bj . Сколько существует различных таких отображений?

3.38. Каково количество представлений натурального числа п в виде суммы k неотрицательных целых слагаемых

n = m1 + т2 + ... + mk
при условии, что i-е слагаемое может принимать значения в интервале от аi до bi включительно:

ai ( mi ( bi , i = 1, ..., k .

Два представления 
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 совпадают тогда и только тогда, если
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3.39. Показать, что п знаков, каждый из которых либо “плюс”, либо “минус”, можно ((п) способами расположить в последовательность, в которой нигде не окажутся рядом два минуса, где

((0) = 1, ((1) = 2,

((п) = ((п – 1) + ((п – 2),   п ( 1.

3.40. Числа Фибоначчи определяются рекуррентной формулой F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn-1 + Fn-2  при  п ( 2.

Таким образом, последовательность чисел Фибоначчи имеет вид

{0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...}.

Доказать:


1) 
[image: image72.wmf];
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2) 
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3) 
[image: image74.wmf]å

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

k

k

m

F

k

n

 всегда равно числу Фибоначчи.

3.41. Выразить через числа Фибоначчи:


1) Число разложений п на части, превосходящие 1.


2) Число разложений п на части, равные 1 или 2.


3) Число разложений п на нечетные слагаемые.


4) Число последовательностей ((1, (2, ..., (п) нулей и единиц таких, что

(1 ( (2 ( (3  ( (4 ( (5 ( ... .


5) Значение суммы 
[image: image75.wmf]å
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 разложениям числа п :
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6) 
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, где суммирование производится по всем 

 разложениям числа п:
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3.42. Пусть  f(n, k)  –  число  k-подмножеств  множества {1, ..., n}, не содержащих ни одной пары последовательных целых чисел. Доказать, что


а) 
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б) 
[image: image80.wmf]2
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3.43. Пусть  q(n, k)  –  число  k-подмножеств  множества {1, ..., n}, не содержащих ни одной пары последовательных целых чисел и пары (1, п) (из п точек, расположенных на окружности, выбираются k точек так, чтобы среди них не было соседей).


а) Доказать:
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б) Положим 
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Докажите справедливость следующего рекуррентного соотношения:



.

3.44. Упорядоченные разбиения принято называть композициями. Обозначим через с(п, т) – количество упорядоченных разбиений целого положительного числа п, имеющих в точности т частей (упорядоченное т-разбиение).


1) Доказать, что 
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2) Вывести рекуррентное соотношение для с(n, q):
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Здесь 
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3) Пусть c(n, m, q) – количество композиций (упорядоченных разбиений) числа п, имеющих в точности т частей, из которых ни одна не превосходит q.
Доказать, что
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Указание.

Производящей функцией для c(n,m,q) служит
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4) Пусть C(n, q) – количество композиций (упорядоченных разбиений) числа п, ни одна из частей которых не превосходит q. Доказать, что для С(п, 2) имеет место рекуррентное соотношение

С(п, 2) = С(п – 1, 2) + С(п – 2, 2),

т.е. С(п, 2) – числа Фибоначчи.


Вывести рекуррентное соотношение для С(п, q): 


[image: image88.wmf].
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3.45. Показать, что число упорядоченных r-разбиений числа п, имеющих тип 
[image: image89.wmf]n
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(т.е. каждое i появляется в разбиении ki раз)? равно
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3.46. Число представлений числа п в виде суммы слагаемых (с учетом их порядка), из которых каждое может принимать одно из значений 1, 2, ..., п, равно коэффициенту при хп в разложении выражения

(х + х2 + ... + хп)п.

3.47. Диаграммой Ферре разбиения ( : n1 + ... + nr целого положительного числа п на r неупорядоченных слагаемых (где, как всегда, n1 ( n2 ( ... ( nr, n1 + n2 + ... + nr = n) называется массив п точек из r строк, в i-й строке которого расположено ni точек. 
Если ( – разбиение, то сопряженное с ним разбиение (* получается пересчетом точек по столбцам диаграммы Ферре.

Если ( = (*, то разбиение ( – самосопряженное.

Пусть ( : n1 + ... + nr. Показать, что тогда


1) 
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2) ((*)* = ( . В частности, ( : ( ((* – взаимно однозначное отображение на множестве разбиений.


3) Число самосопряженных разбиений числа п равно числу таких разбиений числа п, которые состоят из неравных нечетных слагаемых.

3.48. Если перестановка содержит k1 циклов длины 1, k2 циклов длины 2, ..., то ее принято называть перестановкой класса (k) = (k1, k2, ...). Тот же смысл имеет принятое в теории разбиений обозначение
[image: image92.wmf]K
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а) Пусть с(k1, k2, ..., kп) – число перестановок из п элементов класса (k), т.е. ki – число циклов длины i в каждой рассматриваемой перестановке. Показать, что
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где  k1 + 2k2 + ... + nkп = n .


б) Отметим, что каждая перестановка относится к не-которому цикловому классy, поэтому сумма всех с(k1, ..., kп) равна п!. Получить отсюда известное тождество Коши:
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где сумма берется по всем неотрицательным целым числам k1, ..., kn таким, что k1 + 2k2 + ... + nkn = n.
3.49. Обозначим через 
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Доказать, что
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3.50. Пусть 
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а) 
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б) 
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3.51. Пусть  I(n, k)  –  число   перестановок   множества  {1, ..., n}, у которых ровно k инверсий. Доказать


1) I(n, 0) = 1, I(n, 1) = n – 1,  I(n, k) = 0 для всех k ( n ;


2) 
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3) 
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4) вывести явные формулы для I(n, k), k = 2, 3, 4, 5.

3.52. а) Обозначим через а(n, k) число таких слов длины k в алфавите из п символов, в которых любые две соседние буквы различны; через a*(n, k) обозначим число таких слов, в которых на первом месте стоит данный элемент. Показать, что
a(n, k) = пa*(n, k);

a*(n, k) = (п – 1) a*(n, k – 1)

и, следовательно

a(n, k) = (п – 1) a(n, k – 1), k > 1;

a(n, k) = n(n – 1)k-1, k > 0.


б) Рассмотрим те слова из предыдущей задачи, в которых не содержится т(т = 2, 3, ...) одинаковых букв подряд. Число этих слов обозначим через a(m)(n, k).

Показать, что 
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3.53. Показать, что
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|L(n, k)| – числа Ла (без знака), задаваемые формулой
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3.54. Число Ла L(n, k) (со знаком) определяется тождеством
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1) Доказать, что
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2) Доказать, что
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3) Доказать, что
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4) Доказать, что
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5) Вывести рекуррентную формулу

L(n + 1, k) = –(n + k) L(n, k) – L(n, k – 1) .

3.55. Последовательность вещественных чисел {an} называется логарифмически вогнутой, если 

 для всех п ( 2. Показать, что при фиксированном k последовательности 
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 логарифмически вогнутые.

3.56. Пусть { pn(x) | n ( N0} и { qn(x) | n ( N} – последовательности полиномов с коэффициентами связи 
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Если u0, u1, ...; v0, v1, ... – вещественные числа, то
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3.57. Доказать справедливость обращений:


а) биномиальное обращение:
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б) обращение Стирлинга:
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в) обращение Ла:
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3.58. а) Пусть M(n) – максимальное значение k, при котором S(n, k) имеет максимальное значение. 
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Тогда последовательность {S(n, k)} – одного из следующих двух видов:

S(n, 0) < S(n, 1) < ... < S(n, M(n)) > S(n, M (n)+1) > ... > S(n, k);

S(n, 0) < S(n, 1) < ... < S(n,M(n) – 1) = S(n, M (n)) > ... > S(n, k).

Иными словами, последовательность {S(n, k) | k = 0, ..., n} – унимодальна для всех n ( N0 .


б) Более того, M(n)=M(n – 1) + ((n), где ((n) = 0 или 1.

§ 4. Логические методы комбинаторного
 анализа. Принцип включений-исключений. 
Системы представителей множеств

4.1. Пусть  имеется  N  объектов  и  n  различных  свойств a1, a2, …, an. Каждый из объектов может обладать любым из этих свойств (в любом наборе) или не обладать никаким из свойств. Пусть N0  – число объектов, не обладающих ни одним из свойств a1, …, an, а 
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Доказать справедливость формулы включений-исключе-ний:
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4.2. Пусть  некоторый  объект  из имеющихся N (см. задачу 4.1) обладает ровно p свойствами. Сколько раз он будет учтен в сумме
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если p ( k ?

4.3. 1) Задача о числе беспорядков. Найти число перестановок a1a2 … an элементов множества {1, 2, …, n} таких, что ai ( i, i = 1, 2, …, n.


2) Обобщение задачи о числе беспорядков. Рассмотрим все n! перестановок n элементов. Сколько различных упорядоченных наборов можно составить из m перестановок, взятых изо всего множества перестановок? Сколько можно составить таких наборов, состоящих лишь из беспорядков?

4.4. Если (X(= n, (Y(= m, то число сюръективных отображений множества X на множество Y, т.е. функций f: X ( Y таких, что f(X) = Y, равно
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf].
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4.5. Пусть N = (m) – число объектов, обладающих в точности m свойствами из возможных n свойств. Доказать, что 
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4.6. Пусть N( (m) – число объектов, обладающих не менее чем m свойствами из n. Доказать, что
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4.7. Показать, что 
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4.8. Пусть А1, …, Аn – подмножества конечного множества А. Для каждого подмножества Т множества {1, …, n} положим:
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[image: image132.wmf].
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Доказать, что

Sk – Sk+1+ … +(–1)n-k Sn ( 0,  0 ( k ( n .

4.9. 1) Пусть a и n – целые положительные числа. Определить количество тех из чисел 1, 2, …, n, которые делятся на a.

2) Пусть a, b, c, …, k, l – взаимно простые целые положительные числа. Сколько из чисел 1,2, …, n не делится ни на одно из этих чисел a, b, c, …, k, l ?

3) Пусть p, q, r, … – различные простые делители числа n. Чему равно число чисел, меньших n и взаимно простых с ним?

4) Найти количество целых чисел, не превосходящих N и не делящихся ни на p, ни на q, ни на s.

4.10. Пусть a, b, c, …, k, l – неотрицательные целые числа. Доказать, что 

max(a, b, c, …, k, l) = 

= a + b + c + … + k + l – min(a, b) – min(a, c) – …

– min(k, l) + min(a, b, c) + … ( min(a, b, c, ..., k, l).

4.11. Пусть  дано  n  элементов, занумерованных числами 1, 2, …, n. Будем называть «узлом» наличие пары соседних элементов (i, i + 1), i = 1, 2, …, n – 1 в выборке объёма k из этих n элементов. Рассмотрим f(n, k, j) – число k–подмножеств из n-множества с j узлами.

1) Доказать, что
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2) Пусть свойство 
[image: image134.wmf]i
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, 1 ( i ( n – 1 состоит в том, что k-подмножество n-множества {1, 2, …, n} содержит узел (i, i + 1). Доказать, что
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4.12. Пользуясь методом включений-исключений, доказать, что
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4.13. Доказать тождества:

1) 
[image: image137.wmf];
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2) 
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3) 
[image: image139.wmf].
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4.14. Задача мажордома. Сколькими способами можно рассадить за круглым столом n пар враждующих рыцарей так, чтобы никакие два врага не сидели рядом?

4.15. Доказать, что
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4.16. Билеты маркируются шестизначным номером. Билет является «счастливым», если сумма первых трех цифр совпадает с суммой последних трех цифр. Подсчитать количество «счастливых» билетов.

4.17. Пользуясь методом включений-исключений, получить формулу для числа перестановок из n элементов, содержащих k циклов длины 2 (при этом характер и количество циклов длины, отличной от 2, во внимание не принимаются).

4.18. Назовем две перестановки 2n-элементного множества S = {a1, a2, …, an, b1, …, bn} эквивалентными, если одна может быть получена из другой переменой мест последовательных элементов вида aibi или biai. Например, перестановка a2b3a3b2a1b1  эквивалентна самой себе и перестановкам 
a2a3b3b2a1b1,

a2b3a3b2b1a1,
a2a3b3b2b1a1.

Сколько существует классов эквивалентности?

4.19. Задача о супружеских парах. Сколькими способами можно расположить за круглым столом n супружеских пар так, чтобы мужчины и женщины чередовались и никакие двое супругов не сидели рядом?

4.20. Теорема Холла о различных представителях.

Подмножества S1, S2, …, Sn имеют систему различных представителей (с.р.п.) тогда и только тогда, когда среди элементов любого конечного числа k множеств Si  имеется по меньшей мере k различных элементов (иными словами, множество 
[image: image141.wmf]k
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 состоит  не  менее  чем  из  k элементов для всех k = 1, 2, …, n).

4.21. Постройте с.р.п. или покажите, что такой системы не существует для следующих наборов множеств:

а) {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {5, 2}, {4, 6}, {1, 5};

б) {1, 2, 4}, {2, 4}, {3, 4, 5}, {4, 6}, {5, 2, 3}, {1, 3, 5}.

4.22. Два разбиения множества S 

S = A1(A2(…(An и S = B1(B2(…(Bn
тогда и только тогда имеют систему общих представителей, когда любые m из множеств Bi содержатся не менее чем в m из множеств Ai, m ( n.

4.23. Пусть A = 
[image: image142.wmf]ij

a

 – матрица инцидентности для 

M(S) = {S1, S2, …, Sm}, Si ( S, i = 1, …, m, S = {s1, …, sn},
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такова, что количество единиц в каждой строке и каждом столбце равно фиксированному числу r (1 ( r ( m).

Доказать, что существует с.р.п. для M(S).

4.24. Пусть A и B – два конечных множества, k ( 1 – натуральное число. Между A и B установлено такое многозначное соответствие, что каждому элементу множества А соответствует ровно k элементов множества B и каждому элементу из В соответствует ровно k элементов из А. Доказать, что между А и В можно, не добавляя новых связей, установить взаимно однозначное соответствие.

4.25. А = 
[image: image144.wmf]ij

a

 – n ( m матрица, тогда перманент матрицы А есть выражение
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 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf],
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где  суммирование  производится  по  всем   перестановкам  1, 2, …, n, если m = n, и по всевозможным размещениям объёма n из m различных элементов.


Пусть A = 
[image: image147.wmf]ij

a

, i=1, 2, …, n; j = 1, 2, …, m, n ( m есть матрица инцидентности множеств X1, X2, …, Xn, являющихся подмножествами множества X = {x1, ..., xm}:
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Тогда для числа R(X1, …, Xn) систем различных представителей семейства 
[image: image149.wmf]}
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4.26. Пусть семейство конечных множеств 
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 и удовлетворяет условию существования с.р.п. Тогда для числа с.р.п. справедлива оценка
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4.27. Пусть  d = (X1( ( (X2( ( … ( (Xn(.

Тогда число с.р.п. семейства {Xi, 1 ( i ( n} оценивается следующим образом:
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