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Часть I. Выпуклый анализ 
1. Выпуклые множества. Выпуклая оболочка. Аффинное 

подпространство. Аффинная оболочка. Размерность множества. 
2. Теорема Каратеодори. Теорема о выпуклой оболочке компакта 

в конечномерном пространстве. 
3. Коническая оболочка. Теорема Каратеодори для конической 

оболочки. 
4. Теорема Радона. 
5. Теорема Хелли. 
6. Теоремы отделимости в линейном нормированном 

пространстве. 
7. Вторая теорема отделимости в конечномерном случае. 
8. Аффинная независимость. Симплексы. 
9. Относительная внутренность. Первая теорема отделимости в 

конечномерном случае. 
10. Выпуклые функции. Условия выпуклости. Теорема Каруша – 

Куна–Таккера. 
11. Субдифференциал. Субдифференциал нормы. 
12. Субдифференциал выпуклой дифференцируемой функции. 

Теорема Ферма в субдифференциальной форме. 
13. Субдифференциальное исчисление. Теорема Моро–

Рокафеллара. 
14. Теорема Дубовицкого–Милютина. 
15. Субдифференциальная форма теоремы Каруша–Куна–Таккера. 
16. Двойственное описание выпуклых замкнутых множеств. 
17. Теорема о поточечной верхней грани аффинных функций. 
18. Сопряженная функция. Теорема Фенхеля–Моро. 
19. Двойственность экстремальных задач. Задача линейного 

программирования в нормальной форме и двойственная к ней. 
20. Теорема о замкнутости конечнопорожденного конуса. 
21. Теорема о существовании решения задачи линейного 

программирования. 
22. Теорема о двойственности для задачи линейного 

программирования. 
23. Различные формы задач линейного программирования и 

соответствующие двойственные задачи. 
24. Крайние точки в задаче линейного программирования. 
25. Симплекс-метод решения задач линейного программирования. 

Случай  Δ ≥ 0 и случай Δ𝑘𝑘 < 0, 𝑥𝑥𝑘𝑘 ≤ 0. 
26. Симплекс-метод решения задач линейного программирования 

(основная теорема).
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ЗАДАНИЕ № 1  
1. Пусть 𝐴𝐴𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������ − выпуклые множества. Доказать, что их 

линейная комбинация 𝐴𝐴 = ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 𝐴𝐴𝑖𝑖 ,𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅, 𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������ − выпуклое 

множество.  

2. Привести пример невыпуклых множеств 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵 таких, что 𝐴𝐴 +

𝐵𝐵 является выпуклым множеством. 

3. Построить пример замкнутого множества, выпуклая оболочка 

которого не является замкнутым множеством. 

4. Доказать, что замыкание выпуклого множества является 

выпуклым. 

5. Доказать, что 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝐴𝐴 ⊂  𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝐴𝐴. 

6. Доказать, что d-мерный симплекс в  𝑅𝑅𝑑𝑑 содержит внутреннюю 

точку. 

7. Пусть  𝐴𝐴 ⊂ 𝑅𝑅𝑑𝑑 − выпуклое множество размерности d. 

Доказать, что A содержит внутреннюю точку. 

8. При каких 𝑝𝑝 ∈  𝑅𝑅 множество 

𝐴𝐴 = { (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈  𝑅𝑅2:   |𝑥𝑥|𝑝𝑝 + |𝑦𝑦|𝑝𝑝 ≤ 1} 

является выпуклым? 

9. При каких 𝑝𝑝 ∈ 𝑅𝑅 множество 

𝐴𝐴 = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈  𝑅𝑅2: 𝑥𝑥 > 0, 𝑦𝑦 > 0,  𝑥𝑥𝑝𝑝 + 𝑦𝑦𝑝𝑝 ≤ 1} 

является выпуклым? 

10. Выяснить, являются ли выпуклыми функции 

a. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �|𝑥𝑥| − 1�, 

b. 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2𝑦𝑦2. 

c. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ln∑ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑖𝑖 ,      𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑) ∈ 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑖𝑖=1 . 
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11. Привести пример выпуклой функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) такой, что 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) не 

является выпуклой. 

12. Привести пример двух выпуклых функций, суперпозиция 

которых не является выпуклой. 

13. Решить задачу:  

𝑥𝑥12

𝑎𝑎2
+
𝑥𝑥22

𝑏𝑏2
+
𝑥𝑥32

𝑐𝑐2
→ max, 

 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + 𝑥𝑥32 ≤ 1,
𝑥𝑥12

𝑎𝑎4
+
𝑥𝑥22

𝑏𝑏4
+
𝑥𝑥32

𝑐𝑐4
≤ 1,   𝑎𝑎 ≥ 𝑏𝑏 ≥ 𝑐𝑐. 

14. Решить задачу: 

∑ 𝑘𝑘2𝑥𝑥𝑘𝑘2𝑘𝑘=1
∞ → max, 

 ∑𝑘𝑘=1
∞  𝑥𝑥𝑘𝑘2 ≤ δ2, ∑𝑘𝑘=1

∞ 𝑘𝑘4𝑥𝑥𝑘𝑘2 ≤ 1. 

 

ЗАДАНИЕ  № 2  
1. Вычислить 𝜕𝜕 𝑓𝑓(0): 

a. 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  = max{𝑥𝑥, 0}, 

b. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  max{𝑒𝑒𝑥𝑥, 1 − 𝑥𝑥}, 

c. 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  = max{|𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥3 + 4|, |−𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥3 − 2|}. 

2. Привести пример выпуклой замкнутой функции 𝑓𝑓 и точки 𝑥𝑥∗, 

таких, что |𝑓𝑓(𝑥𝑥∗)| < ∞, 𝜕𝜕 𝑓𝑓(𝑥𝑥∗) = ∅. 

3. Решить задачу: 

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 + 3|𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2| → min . 

4. Решить задачу: 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 2𝛼𝛼|𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 1| →  min, 𝛼𝛼 > 0. 

5. Найти сопряженные функции от следующих функций: 

a. 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  = 𝑒𝑒𝑥𝑥 , 
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b. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �−ln 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 > 0,
+∞, 𝑥𝑥 ≤ 0  

c. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √1 + 𝑥𝑥𝑇𝑇𝑥𝑥,    𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑑𝑑 

6. Найти сопряженные функции от следующих функций: 

a.  𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  = 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑦𝑦 + 𝑏𝑏 , 

b. 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)   = 𝑒𝑒𝑎𝑎1𝑥𝑥+𝑎𝑎2𝑦𝑦, 

c. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑇𝑇𝑥𝑥 + 1
2
∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑑𝑑
𝑖𝑖=1 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑖𝑖)2,     𝑐𝑐, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑑𝑑 , 𝜆𝜆𝑖𝑖 > 0, 𝑖𝑖 = 1,𝑑𝑑�����. 

7. Найти вторые сопряженные функции от следующих функций: 

a. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √|𝑥𝑥|  , 

b. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2 − 1)2  , 

c. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 , 

d. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥| + |𝑥𝑥 − 𝑎𝑎| 

e. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥
2 + 3,   |𝑥𝑥| > 1,

0,            |𝑥𝑥| ≤ 1.  

8. Вывести двойственную задачу для задачи линейного 

программирования  

𝑐𝑐∗𝑥𝑥 → min, 𝐴𝐴𝑥𝑥 ≥  𝑏𝑏, 𝑥𝑥 ≥ 0, 

с помощью преобразования Лежандра. 

9. Свести задачу линейного программирования в общей форме: 

𝑐𝑐∗𝑥𝑥 → min, 𝐴𝐴𝑥𝑥 ≥  𝑏𝑏 

к задаче линейного программирования в канонической форме: 

𝑐𝑐∗𝑥𝑥 → min,   𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑏𝑏, 𝑥𝑥 ≥ 0. 

10. Решить задачу линейного программирования симплекс-

методом: 

2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 → max,  𝑥𝑥𝑗𝑗 ≥ 0, 𝑗𝑗 = 1, … ,4  , 

𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥4 = 4, 

𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 = 1 
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с заданной начальной крайней точкой 𝑥𝑥0 = (0,0,1,1)𝑇𝑇. 

11. Решить задачу линейного программирования симплекс-

методом, используя метод искусственного базиса для нахождения 

начальной крайней точки 

𝑥𝑥1 + 4𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 → max,   𝑥𝑥𝑗𝑗 ≥ 0, 𝑗𝑗 = 1,2,3, 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 3, 

2𝑥𝑥1 − 5𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3 = 0. 
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