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Ëåêöèÿ 1

1. Ââåäåíèå

Âûïóêëûé àíàëèç � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ
âûïóêëûå ìíîæåñòâà, âûïóêëûå ôóíêöèè è âûïóêëûå ýêñòðåìàëü-
íûå çàäà÷è. Âûïóêëûé àíàëèç èìååò âåñüìà ðàçíîîáðàçíûå ïðè-
ëîæåíèÿ â òåõíèêå è ýêîíîìèêå. Ìíîãèå ïðèëîæåíèÿ ñâÿçàíû ñ
çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ïðè íàëè÷èè âûïóêëîñòè ìîãóò
ðåøàòüñÿ áîëåå ïðîñòî.
Ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå ê âûïóêëîñòè áûëî ïðèâëå÷åíî â ñîðî-

êîâûõ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Îíî áûëî ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì
òàêîãî ðàçäåëà, êàê ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ïåðâûå íåòðèâè-
àëüíûå çàäà÷è â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ðåøåíû Ëåîíèäîì Âèòà-
ëüåâè÷åì Êàíòîðîâì÷åì. Â 1939 ãîäó âûøëà åãî êíèãà �Ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìåòîäû îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà�. Çàòåì
â ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ ìîùíîå ðàçâèòèå ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, à ïîòîì è âûïóêëîé îïòèìèçàöèè íà÷àëîñü â ÑØÀ. Ýòî áû-
ëî âûçâàíî ïðîáëåìàìè ýêîíîìèêè è ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè
â âîåííûõ îáëàñòÿõ. Â 1975 ãîäó Êàíòîðîâè÷ó è Êóïìàíñó (àìå-
ðèêàíñêîìó ýêîíîìèñòó) áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî
ýêîíîìèêå çà âêëàä â òåîðèþ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ.
Ñëåäóåò óïîìÿíóòü àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà-ïðèêëàäíèêà

Äàíöèãà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò çàìå÷àòåëüíûé àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàçûâàåìûé ñèìïëåêñ-
ìåòîä.
Â 1970 ãîäó àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ðîêàôåëëàð îïóáëèêîâàë

ìîíîãðàôèþ, êîòîðàÿ íàçûâàëàñü �Âûïóêëûé àíàëèç�. Òîãäà âïåð-
âûå è ïîÿâèëîñü ýòî ñëîâîñî÷åòàíèå. Ñàì Ðîêàôåëëàð ïèøåò, ÷òî
ýòî íàçâàíèå ïðåäëîæèë åìó ïðîôåññîð Ïðèíñòîíñêîãî óíèâåðñè-
òåòà Òàêêåð. Ñ òåõ ïîð òåðìèí �âûïóêëûé àíàëèç� ñòàë îáùåóïî-
òðåáèòåëüíûì.

2. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè x, y ∈ X, òî ìíîæåñòâî

[x, y] = { z ∈ X : z = (1− α)x+ αy, 0 ≤ α ≤ 1 }
íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì (ñîåäèíÿþùèì òî÷êè x è y).
Íåïóñòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

x, y ∈ A [x, y] ∈ A. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ âûïóêëûì ïî
îïðåäåëåíèþ.
Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ X. Òî÷êà

(1) x =
n∑

j=1

αjxj, αj ≥ 0,
n∑

j=1

αj = 1,
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íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî ëþáàÿ âû-
ïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê x1, . . . , xn ∈ A ïðèíàäëåæèò A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
òî÷åê. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîé âûïóêëîé êîìáèíàöèè èç íå áîëåå, ÷åì
n − 1 òî÷åê. Ïóñòü èìååòñÿ òî÷êà x âèäà (1). Åñëè α1 = 1, òî
x = x1 ∈ A. Åñëè α1 < 1, ïîëîæèì

α̃j =
αj

1− α1

, j = 2, . . . , n.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
n∑

j=2

α̃j = 1,

èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âûòåêàåò, ÷òî

x̃ =
n∑

j=2

α̃jxj ∈ A.

Òîãäà èç âûïóêëîñòè A ñëåäóåò, ÷òî

x =
n∑

j=1

αjxj = α1x1 + (1− α1)
n∑

j=2

αj

1− α1

xj = α1x1 + (1− α1)x̃ ∈ A.

�

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé coA ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé åãî òî÷åê

coA =

{
x ∈ X : x =

n∑
j=1

αjxj, x1, . . . , xn ∈ A, αj ≥ 0,

n∑
j=1

αj = 1, n ∈ N
}
.

Ñðåäè âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ äàííîå ìíîæåñòâî
A ⊂ X, ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå, ò.å. òî, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ëþ-
áîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì A. Äåéñòâèòåëüíî, ñåìåé-
ñòâî âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ A, íå ïóñòî (â íåãî âõî-
äèò, íàïðèìåð, âñå ïðîñòðàíñòâî X). Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ
ýòîãî ñåìåéñòâà áóäåò âûïóêëûì (ò.ê. ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåé-
ñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ � âûïóêëî), ñîäåðæàùèì A è íàèìåíü-
øèì. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ coA.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâî coA ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âûïóê-
ëûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè íåêîòîðîå
âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò A, òî îíî ñîäåðæèò ëþáóþ âûïóê-
ëóþ êîìáèíàöèþ òî÷åê èç A, à çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò coA. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò coA.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü ÷òî coA âûïóêëî, â ýòîì ñëó÷àå îíî ñîâïàäåò
ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ A. Ðàññìîò-
ðèì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè coA

x =
n∑

j=1

αjxj, y =
m∑
j=1

βjyj.

Äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] èìååì

(1− α)x+ αy =
n∑

j=1

(1− α)αjxj +
m∑
j=1

αβjyj.

Òàê êàê
n∑

j=1

(1− α)αj +
m∑
j=1

αβj = (1− α) + α = 1,

òî ìû ïîëó÷èëè âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ òî÷åê x1, . . . , xn, y1, . . . , ym,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò coA. �
Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè A = coA.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè A è B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî

co(A ∪B) = {x ∈ X : x = (1− α)a+ αb, a ∈ A, b ∈ B, α ∈ [0, 1] }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè âûòåêàåò,
÷òî (1 − α)a + αb ∈ co(A ∪ B) äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B è α ∈ [0, 1].
Ïóñòü x ∈ co(A ∪B). Òîãäà

x =
n∑

j=1

αjxj +
m∑
j=1

βjyj,

ãäå x1, . . . , xn ∈ A, y1, . . . , ym ∈ B, α1, . . . , αn ≥ 0, β1, . . . , βm ≥ 0 è
n∑

j=1

αj +
m∑
j=1

βj = 1.

Ïîëîæèì

α =
m∑
j=1

βj.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < α < 1. Òîãäà x = (1− α)a+ αb, ãäå

a =
n∑

j=1

αj

1− α
xj, b =

m∑
j=1

βj

α
yj.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî
n∑

j=1

αj

1− α
=

m∑
j=1

βj

α
= 1,

a ∈ A, à b ∈ B. Ïðè α = 1 èëè α = 0 ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî òî æå ïðåäñòàâëåíèå. �

3. Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
X, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Y òî÷êà (1−α)x+αy ∈ Y ïðè âñåõ α ∈ R.
Àôôèííîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ òî÷êà

(2) x =
n∑

j=1

αjxj,
n∑

j=1

αj = 1, α1, . . . , αn ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè Y � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ëþ-
áàÿ àôôèííàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê x1, . . . , xn ∈ Y ïðèíàäëåæèò Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
òî÷åê. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîé àôôèííîé êîìáèíàöèè èç íå áîëåå, ÷åì
n−1 òî÷åê. Ïóñòü èìååòñÿ òî÷êà x âèäà (2) è n > 1. Ñðåäè α1, . . . , αn

íàéäåòñÿ îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî α1 ̸= 1. Ïîëîæèì

α̃j =
αj

1− α1

, j = 2, . . . , n.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
n∑

j=2

α̃j = 1,

èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âûòåêàåò, ÷òî

x̃ =
n∑

j=2

α̃jxj ∈ Y.

Òîãäà èç òîãî, ÷òî Y àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñëåäóåò, ÷òî

x =
n∑

j=1

αjxj = α1x1 + (1− α1)x̃ ∈ Y.

�
Ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç ìíîæåñòâà A

íàçûâàåòñÿ àôôèííîé îáîëî÷êîé aff A ìíîæåñòâà A

aff A =

{
x ∈ X : x =

n∑
j=1

αjxj, x1, . . . , xn ∈ A,

n∑
j=1

αj = 1, n ∈ N
}
.

Ñðåäè âñåõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ äàííîå ìíî-
æåñòâî A ⊂ X, ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå, ò.å. òî, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ
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â ëþáîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì A. Äåéñòâèòåëü-
íî, ñåìåéñòâî âñåõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ A, íå
ïóñòî (â íåãî âõîäèò, íàïðèìåð, âñå ïðîñòðàíñòâî X). Ïåðåñå÷åíèå
âñåõ ìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà áóäåò àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
(ò.ê. ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ �
àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî), ñîäåðæàùèì A è íàèìåíüøèì. Äîêà-
æåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ aff A.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ìíîæåñòâî aff A ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì àô-
ôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîäåðæàùèì A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî åñëè íåêîòîðîå
àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò A, òî îíî ñîäåðæèò ëþáóþ
àôôèííóþ êîìáèíàöèþ òî÷åê èç A, à çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò aff A.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå âñåõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîäåð-
æèò aff A. Îñòàëîñü ïîêàçàòü ÷òî aff A ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì, â ýòîì ñëó÷àå îíî ñîâïàäåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ
àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ A. Ðàññìîòðèì äâå ïðî-
èçâîëüíûå òî÷êè aff A

x =
n∑

j=1

αjxj, y =
m∑
j=1

βjyj.

Äëÿ ëþáîãî α ∈ R èìååì

(1− α)x+ αy =
n∑

j=1

(1− α)αjxj +
m∑
j=1

αβjyj.

Òàê êàê
n∑

j=1

(1− α)αj +
m∑
j=1

αβj = (1− α) + α = 1,

òî ìû ïîëó÷èëè àôôèííóþ êîìáèíàöèþ òî÷åê x1, . . . , xn, y1, . . . , ym,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò aff A. �

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè A = aff A.

Ëåêöèÿ 2

Ïðåäëîæåíèå 6. Êàæäîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Y = a+LY , ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç
Y , à LY � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X, ïðè÷åì LY îïðåäåëåíî
îäíîçíà÷íî (íå çàâèñèò îò a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ Y . Ïîëîæèì

LY = {x ∈ X : x = y − a, y ∈ Y }.
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Äîêàæåì, ÷òî LY � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Ïóñòü x ∈ LY .
Òîãäà x = y − a, ãäå y ∈ Y . Äëÿ ëþáîãî λ ∈ R â ñèëó òîãî, ÷òî
λy + (1− λ)a ∈ Y , èìååì

λx = λ(y − a) = λy + (1− λ)a− a ∈ LY .

Ïóñòü òåïåðü x1, x2 ∈ LY è x1 = y1−a, à x2 = y2−a, ãäå y1, y2 ∈ Y .
Òàê êàê (y1 + y2)/2 ∈ Y , òî

x1 + x2

2
=

y1 + y2
2

− a ∈ LY .

Èç äîêàçàííîãî âûøå, ïîëîæèâ λ = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî x1 + x2 ∈ LY .
Ïîëîæèì

MY = {x ∈ X : x = y − b, y ∈ Y },
ãäå b ∈ Y . Â ñèëó òîãî, ÷òî b− a ∈ LY , èìååì

b+ LY = a+ (b− a) + LY = a+ LY = Y.

Ñëåäîâàòåëüíî, MY = LY . �
Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y íàçûâàåòñÿ ðàç-

ìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà LY :

dimY = dimLY .

Ðàçìåðíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåð-
íîñòü åãî àôôèííîé îáîëî÷êè aff A:

dimA = dimaff A.

Ïîñêîëüêó coA ⊂ aff A, òî

dimA = dim coA = dimaff A.

4. Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè

Òåîðåìà 1 (Êàðàòåîäîðè). Åñëè dim coA = d, òî ëþáîé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà coA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå
áîëåå, ÷åì d+ 1 ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Y = aff A. Òîãäà dimY = d. Ïóñòü

x =
n∑

j=1

αjxj, αj ≥ 0,
n∑

j=1

αj = 1, n ≥ d+ 2, xj ∈ A.

Òîãäà ýëåìåíòû x2 − x1, . . . , xn − x1 ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó LY (ñì. ïðåäëîæåíèå 6), ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî d. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Òåì ñàìûì ñóùåñòâóþò β2, . . . , βn,
íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

n∑
j=2

βj(xj − x1) = 0.
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Ïîëîæèì

γ1 = −
n∑

j=2

βj, γj = βj, j = 2, . . . , n.

Òîãäà
n∑

j=1

γjxj = 0,
n∑

j=1

γj = 0,

ïðè÷åì γ1, . . . , γn íå âñå ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ÷èñåë
γ1, . . . , γn ñóùåñòâóþò îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü

a = min

{
−αj

γj
: γj < 0

}
= −αk

γk
.

Òîãäà αj + aγj ≥ 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî,

x =
n∑

j=1

(αj + aγj)xj,
n∑

j=1

(αj + aγj) = 1.

Òàê êàê αk + aγk = 0, òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáè-
íàöèè èç n−1 òî÷êè. Åñëè n−1 > d+1, òî ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ
ïðèäåì ê òîìó, ÷òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè
íå áîëåå, ÷åì d+ 1 ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A. �
Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 2. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîìïàêòà â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimX = d, A ⊂ X � êîìïàêò. Äîêàæåì,
÷òî coA � êîìïàêò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èç ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ⊂ coA ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå èç coA. Ïî òåîðåìå
Êàðàòåîäîðè

xk =
d+1∑
j=1

αkjxkj, xkj ∈ A, αkj ≥ 0,
d+1∑
j=1

αkj = 1.

Òàê êàê A � êîìïàêò, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk1} ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y1 ∈ A, à â
ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â {αk1} ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó α1 ∈ [0, 1]. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xk1 → y1 è αk1 → α1 ïðè k → ∞.
Àíàëîãè÷íî, ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî xkj → yj è αkj → αj ïðè k → ∞ äëÿ ëþáîãî j = 2, . . . , d + 1.
Ïðè ýòîì

xk →
d+1∑
j=1

αjyj, αj ≥ 0,
d+1∑
j=1

αj = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò coA. �



10 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Êîíè÷åñêîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ òî÷êà

x =
n∑

j=1

αjxj, α1, . . . , αn ≥ 0.

Ìíîæåñòâî âñåõ êîíè÷åñêèõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç ìíîæåñòâà A íà-
çûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êîé coneA ìíîæåñòâà A

coneA =

{
x ∈ X : x =

n∑
j=1

αjxj, x1, . . . , xn ∈ A, αj ≥ 0, n ∈ N
}
.

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà A:

linA =

{
x ∈ X : x =

n∑
j=1

αjxj, x1, . . . , xn ∈ A, αj ∈ R, n ∈ N
}
.

Òåîðåìà 3 (Êàðàòåîäîðè äëÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè). Åñëè
dim linA = d, òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà coneA ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå êîíè÷åñêîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì d ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

x =
n∑

j=1

αjxj, α1, . . . , αn ≥ 0.

Åñëè x1, . . . , xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî n ≤ d è âñå äîêàçàíî. Åñëè
ýëåìåíòû x1, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìû, òî íàéäóòñÿ íå âñå ðàâíûå
íóëþ γ1, . . . , γn òàêèå, ÷òî

n∑
j=1

γjxj = 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè γ1, . . . , γn åñòü
îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà (åñëè îíè âñå ïîëîæèòåëüíûå, òî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü −γ1, . . . ,−γn). Ïóñòü

a = min

{
−αj

γj
: γj < 0

}
= −αk

γk
.

Òîãäà αj + aγj ≥ 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n è

x =
n∑

j=1

(αj + aγj)xj.

Òàê êàê αk + aγk = 0, òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíè÷åñêîé êîì-
áèíàöèè èç n− 1 òî÷êè. Åñëè ýòè ýëåìåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî
ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïðèäåì ê òîìó, ÷òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå êîíè÷åñêîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì d ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. �
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5. Òåîðåìû Ðàäîíà è Õåëëè

Òåîðåìà 4 (Ðàäîíà). Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è
dimX = d. Òîãäà ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç X, ñîäåðæàùåå íå
ìåíåå d+2 òî÷åê, ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû òî÷êè x1, . . . , xn, n ≥ d+2. Âåêòîðû
x2 − x1, . . . , xn − x1 � ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.ê. èõ íå ìåíåå d + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò α2, . . . , αn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå,
÷òî

n∑
j=2

αj(xj − x1) = 0.

Ïîëîæèì

β1 = −
n∑

j=2

αj, βj = αj, j = 2, . . . , n.

Èìååì
n∑

j=1

βjxj = 0,
n∑

j=1

βj = 0,

ïðè÷åì β1, . . . , βn íå âñå ðàâíû íóëþ. Ïîìåíÿåì íóìåðàöèþ è áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî β1, . . . , βm ≥ 0, à βm+1, . . . , βn < 0. Ïîëîæèì

β =
m∑
j=1

βj = −
n∑

j=m+1

βj, A = {x1, . . . , xm}, B = {xm+1, . . . , xn}.

Òîãäà

(3)
m∑
j=1

γjxj =
n∑

j=m+1

γjxj,

ãäå γj = βj/β, j = 1, . . . ,m, è γj = −βj/β, j = m+ 1, . . . , n. Ïðè÷åì
m∑
j=1

γj =
n∑

j=m+1

γj = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3)
ëåæèò â coA, à âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3)
ëåæèò â coB. Òåì ñàìûì coA ∩ coB ̸= ∅. �

Ëåêöèÿ 3

Òåîðåìà 5 (Õåëëè).
1. Åñëè dimX = d è â X èìåþòñÿ n ≥ d + 1 âûïóêëûõ ìíî-

æåñòâ, ëþáûå d + 1 èç êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî è âñå
ýòè ìíîæåñòâà èìåþò îáùóþ òî÷êó.

2. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, dimX =
d, I � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è {Aα}α∈I �



12 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ X, ïî êðàéíåé ìå-
ðå îäíî èç êîòîðûõ êîìïàêòíî. Òîãäà åñëè ëþáîå ïîäñåìåéñòâî èç
d+ 1 ìíîæåñòâ èìååò îáùóþ òî÷êó, òî è âñå ñåìåéñòâî èìååò
îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî
÷èñëó ìíîæåñòâ n. Ïðè n = d + 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü
n ≥ d+2 è òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ n−1 âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.
Îáîçíà÷èì äàííûå ìíîæåñòâà ÷åðåç Aj, j = 1, . . . , n. Äëÿ êàæäîãî
k = 1, . . . , n âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

xk ∈
n∩

j=1
j ̸=k

Aj

(ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòè ïåðåñå÷åíèÿ íå ïóñòû). Òàê êàê
n ≥ d + 2, òî ê òî÷êàì x1, . . . , xn ïðèìåíèìà òåîðåìà Ðàäîíà. Ñ
âîçìîæíîé ïåðåíóìåðàöèåé òî÷åê ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî m ≤ n − 1, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâà co{x1, . . . , xm}
è co{xm+1, . . . , xn} èìåþò îáùóþ òî÷êó x. Òî÷êà xj ïðè âñåõ j =
1, . . . ,m ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç ìíîæåñòâ Am+1, . . . , An. Â ñèëó
âûïóêëîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ êàæäîå èç íèõ ñîäåðæèò co{x1, . . . , xm}.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò òî÷êó x. Àíà-
ëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ A1, . . . , Am ñîäåð-
æèò òî÷êó x. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ó âñåõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An

èìååòñÿ îáùàÿ òî÷êà.
2. Ïóñòü Aα0 � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Èç 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå

êîíå÷íîå ñåìåéñòâî èç ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Bα =
Aα ∩ Aα0 , α ∈ I, ñîäåðæàùèõñÿ â Aα0 èìååò îáùóþ òî÷êó. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âñå ñåìåéñòâî íå èìååò îáùåé òî÷êè. Òîãäà ìíîæå-
ñòâà {X \ Bα}α∈I � îòêðûòûå è îáðàçóþò ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà Aα0 . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå {X \ Bα}α∈In . Íî òîãäà êîíå÷íîå ñå-
ìåéñòâî {Bα}α∈In íå ìîæåò èìåòü îáùåé òî÷êè. Ïîëó÷åííîå ïðî-
òèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2. �

6. Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X. Ãîâîðÿò, ÷òî íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ îòäåëÿ-
åò ìíîæåñòâà A è B, åñëè

sup
x∈A

⟨x∗, x⟩ ≤ inf
x∈B

⟨x∗, x⟩.

Åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî x∗ ñòðîãî îòäåëÿåò A è
B.
Ïóñòü ÷èñëî γ ∈ R òàêîâî, ÷òî

sup
x∈A

⟨x∗, x⟩ ≤ γ ≤ inf
x∈B

⟨x∗, x⟩.
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Òîãäà, ãåîìåòðè÷åñêè, îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò, ÷òî
îíè ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè

{x ∈ X : ⟨x∗, x⟩ = γ }.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, x̂ ∈ X è r > 0. Ïîëî-
æèì

Br(x̂) = {x ∈ X : ∥x− x̂∥X < r }.
Åñëè A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç X, òî òî÷êà x̂ ∈ A íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Bε(x̂) ⊂ A.
Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç intA.
Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó ïåðâîé òåîðåìû îòäåëèìîñòè (ñì. [4,

ñòð. 243]).

Òåîðåìà 6 (Ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A è B � íåïó-
ñòûå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X,
ïðè÷åì intA ̸= ∅ è B ∩ intA = ∅. Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäå-
ëèìû.

Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 7 (Âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A � íåïóñòîå
çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X è x̂ /∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî îòäåëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A çàìêíóòî, òî äîïîëíåíèå ê A îòêðûòî
è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî îòêðûòûé øàð BX(x̂, r) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ A. Òîãäà ïî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

sup
x∈A

⟨x∗, x⟩ ≤ inf
x∈BX(x̂,r)

⟨x∗, x⟩.

Íî

inf
x∈BX(x̂,r)

⟨x∗, x⟩ < ⟨x∗, x̂⟩,

òàê êàê íåíóëåâîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íå ìîæåò
äîñòèãàòü òî÷íîé íèæíåé ãðàíè âî âíóòðåííåé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî îòäåëèìû. �

7. Âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìû îòäåëèìî-
ñòè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Íà÷íåì ñî âòîðîé òåîðåìû îòäåëèìî-
ñòè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü A � íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíî-
æåñòâî Rd è x̂ /∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî îòäåëèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ A. Ïîëîæèì

A0 = {x ∈ A : |x− x̂| ≤ |x0 − x̂| }.
Ôóíêöèÿ f(x) = |x− x̂| ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îãðàíè÷åííîì çà-
ìêíóòîì ìíîæåñòâå A0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå â. Òåì ñàìûì â �
áëèæàéøàÿ òî÷êà ê x̂ èç ìíîæåñòâà A0, à çíà÷èò, è èç ìíîæåñòâà
A. Ïîëîæèì x′ = (â−x̂)T è ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü x′ ·x = x′ ·â.
Äîêàæåì, ÷òî ýòà ãèïåðïëîñêîñòü îòäåëÿåò x̂ îò A. Èìååì

x′ · x̂ = x′ · (x̂− â+ â) = −|x′|2 + x′ · â < x′ · â.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî x′ · x ≥ x′ · â äëÿ âñåõ x ∈ A. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íàøëàñü òî÷êà a0 ∈ A, äëÿ êîòîðîé x′ · a0 < x′ · â. Òàê êàê A �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî, (1− t)â+ ta0 ∈ A ïðè âñåõ t ∈ [0, 1]. Èìååì

|(1− t)â+ ta0 − x̂|2 = |(x′)T + t(a0 − â)|2 = |x′|2 + 2tα+ t2|a0 − â|2,
ãäå α = x′ · (a0 − â) < 0. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t

|(1− t)â+ ta0 − x̂|2 < |x′|2 = |â− x̂|2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â � áëèæàéøàÿ òî÷êà ê x̂ èç òî÷åê
ìíîæåñòâà A. �

8. Àôôèííàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ñèìïëåêñû

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ïåðâîé òåîðåìû îòäåëèìîñòè äëÿ êî-
íå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåêòîðû
x1, . . . , xk+1 ∈ X íàçûâàþòñÿ àôôèííî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç òîãî,
÷òî

(4)
k+1∑
j=1

λjxj = 0 è
k+1∑
j=1

λj = 0,

ñëåäóåò, ÷òî λ1 = . . . = λk+1 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 7. Âåêòîðû x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîðû xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1,
� ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû è

(5)
k+1∑
j=2

λj(xj − x1) = 0.

Òîãäà

(6)
k+1∑
j=2

λjxj −
(k+1∑

j=2

λj

)
x1 = 0.
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Èç àôôèííîé íåçàâèñèìîñòè x1, . . . , xk+1 âûòåêàåò, ÷òî λ2 = . . . =
λk+1 = 0.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîðû xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1, � ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6),
êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (5). Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
âåêòîðîâ xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1, ïîëó÷àåì, ÷òî λ2 = . . . = λk+1 = 0.
Êðîìå òîãî,

λ1 = −
k+1∑
j=2

λj = 0.

�
Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xk+1

íàçûâàåòñÿ k-ìåðíûì ñèìïëåêñîì, à âåêòîðû x1, . . . , xk+1 � âåðøè-
íàìè ñèìïëåêñà. Ëþáîé âåêòîð èç ýòîãî ñèìïëåêñà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x =
k+1∑
j=1

λjxj,
k+1∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , k + 1.

×èñëà λ1, . . . , λk+1 íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà x.
Îäíîìåðíûå ñèìïëåêñû � ýòî îòðåçêè, äâóìåðíûå � òðåóãîëü-

íèêè, òðåõìåðíûå � òåòðàýäðû.

Ëåêöèÿ 4

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü A ⊂ X è 0 < dimA < ∞. Òîãäà ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â ìíîæåñòâå A
ðàâíî dimA+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1, . . . , xk+1 ∈ A, ÿâëÿþòñÿ
àôôèííî íåçàâèñèìûìè è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àôôèííî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ â A ðàâíî k + 1 . Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð x0 ∈ A òàêîé, ÷òî x0 /∈ aff{x1, . . . , xk+1}, òî âåêòî-
ðû x0, x1, . . . , xk+1 áóäóò àôôèííî íåçàâèñèìûìè, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ÷èñëà àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â A.
Òàêèì îáðàçîì, A ⊂ aff{x1, . . . , xk+1}. Ñëåäîâàòåëüíî,

aff A = aff{x1, . . . , xk+1}.
Ïîýòîìó

k = dimaff{x1, . . . , xk+1} = dimaff A = dimA.

�
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, dimA = d, 0 <
d < ∞, òî A ñîäåðæèò d-ìåðíûé ñèìïëåêñ.

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü A ⊂ Rd � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî è dimA = d. Òîãäà intA ̸= ∅.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 3 âûòåêàåò, ÷òî A ñîäåðæèò d-
ìåðíûé ñèìïëåêñ. Ïóñòü a1, . . . , ad+1 � åãî âåðøèíû. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a1 = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ
òî÷êà ýòîãî ñèìïëåêñà ñ ïîëîæèòåëüíûìè áàðèöåíòðè÷åñêàìè êî-
îðäèíàòàìè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ñèìïëåêñà, à ñëåäîâàòåëü-
íî, è ìíîæåñòâà A. Ïóñòü

x0 =
d+1∑
k=1

λkak,
d+1∑
k=1

λk = 1, λk > 0, k = 1, . . . , d+ 1.

Ïóñòü e1, . . . , ed � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rd. Òàê êàê a2, . . . , ad+1 �
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

ej =
d+1∑
k=2

αjkak, j = 1, . . . , d.

Âûáåðåì ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì òàê, ÷òîáû

λk − ε

d∑
j=1

|αjk| > 0, k = 2, . . . , d+ 1,

è
d+1∑
k=2

(
λk + ε

d∑
j=1

|αjk|
)

< 1.

Ïóñòü x� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èçBε(0). Òîãäà åãî ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

x =
d∑

j=1

xjej =
d∑

j=1

xj

d+1∑
k=2

αjkak =
d+1∑
k=2

d∑
j=1

xjαjkak,

ãäå |xj| < ε. Òàêèì îáðàçîì,

x0 + x =
d+1∑
k=2

(
λk +

d∑
j=1

xjαjk

)
ak =

d+1∑
k=2

γkak.

Â ñèëó âûáîðà ε, èìååì

γk > 0, k = 2, . . . , d+ 1,
d+1∑
k=2

γk < 1.

Òåì ñàìûì òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ñèìïëåêñà. �

9. Îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü. Ïåðâàÿ òåîðåìà
îòäåëèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå

Åñëè ðàññìîòðåòü îòðåçîê íà ïëîñêîñòè, òî âñå åãî òî÷êè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ âíóòðåííèì, õîòÿ ÿñíî, ÷òî òî÷êè, îòëè÷íûå îò êîíöåâûõ,
îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè âíóòðåííèì òî÷êàì.
Ýòî íàáëþäåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïîíÿòèþ.
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Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Òî÷-
êà x ∈ A íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
A, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî Bε(x) ∩ aff A ⊂ A. Ìíîæåñòâî
âñåõ îòíîñèòåëüíî âíóòðåííèõ òî÷åê A íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé
âíóòðåííîñòüþ A è îáîçíà÷àåòñÿ riA.

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü A ⊂ Rd � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî. Òîãäà

a) riA ̸= ∅;
b) åñëè x1 ∈ riA, à x2 ∈ clA, òî âñå òî÷êè èíòåðâàëà (x1, x2)

ïðèíàäëåæàò riA;
c) riA è clA � âûïóêëûå ìíîæåñòâà è cl riA = clA.

Äîêàçàòåëüñòâî. a). Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî dimA = d. Òî-
ãäà óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 9. Åñ-
ëè dimA = d1 < d, ìîæíî âìåñòî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
aff A ðàññìàòðèâàòü Rd1 . Òå æå àðãóìåíòû, êîòîðûå ïðèâîäèëèñü
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 9, ïîêàçûâàþò, ÷òî A ñîäåðæèò
âíóòðåííèå òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà Rd1 . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî riA ̸= ∅.
b). Â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî aff A =

Rd. Òîãäà riA = intA. Ïóñòü y ∈ (x1, x2). Òîãäà y = (1−α)x1+αx2,
0 < α < 1. Òàê êàê x2 ∈ clA, òî x2 ∈ A + Bε(0) äëÿ ëþáîãî ε > 0.
Òîãäà

y+Bε(0) = (1−α)x1+αx2+Bε(0) ⊂ (1−α)x1+α(A+Bε(0))+Bε(0)

= (1− α)(x1 +Bγ(0)) + αA,

ãäå γ = ε(1+α)/(1−α). Â ñèëó òîãî, ÷òî x1 ∈ intA äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε > 0 x1 +Bγ(0) ⊂ A. Ïîýòîìó

y +Bε(0) ⊂ (1− α)A+ αA = A.

c). Áóäåì ñíîâà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî aff A = Rd. Âûïóêëîñòü riA
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç b). Äîêàæåì âûïóêëîñòü clA. Ïóñòü
x1, x2 ∈ clA, à x = (1− α)x1 + αx2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0

(xj +Bε(0)) ∩ A ̸= ∅, j = 1, 2.

Ïóñòü x̂j ∈ (xj +Bε(0)) ∩A, j = 1, 2. Ïîëîæèì x̂ = (1− α)x̂1 + αx̂2.
Òîãäà x̂ ∈ A. Êðîìå òîãî,

x̂ ∈ (1− α)(x1 +Bε(0)) + α(x1 +Bε(0)) = x+Bε(0).

Òåì ñàìûì â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x åñòü òî÷êè èç A. Ñëåäî-
âàòåëüíî, x ∈ clA.
Âêëþ÷åíèå cl riA ⊂ clA î÷åâèäíî. Ïóñòü x ∈ clA. Èç a) ñëå-

äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x1 ∈ riA. Èç b) âûòåêàåò, ÷òî (x1, x) ∈ riA.
Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ cl riA. �
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü A,B ⊂ Rd � íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà
è riA ∩B = ∅. Òîãäà A è B îòäåëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì C = riA−B. Òàê êàê riA � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî (ïðåäëîæåíèå 10, c)), òî C � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è
0 /∈ C. Ïðåäïîëîæèì 0 /∈ clC. Èç ïðåäëîæåíèÿ 10 (c)) âûòåêàåò,
÷òî clC òîæå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ïî òåîðåìå 8 ñóùåñòâóåò
âåêòîð x′ ∈ (Rd)′ òàêîé, ÷òî x′ · x < 0 äëÿ âñåõ x ∈ clC.
Ïóñòü òåïåðü 0 ∈ clC. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ riC

(riC ̸= ∅ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 10, a)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > 0 âåêòîð
−λx /∈ clC. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ïðåäëîæåíèÿ 10
(b)) âûòåêàëî áû, ÷òî

0 =
λ

λ+ 1
x+

1

λ+ 1
(−λx) ∈ riC ⊂ C.

Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ xk /∈ clC òà-
êàÿ, ÷òî xk → 0 ïðè k → ∞. Ïî âòîðîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ýòè
âåêòîðû ìîæíî ñòðîãî îòäåëèòü îò clC. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
þò x′

k ∈ (Rd)′, x′
k ̸= 0, k ∈ N, òàêèå, ÷òî

(7) x′
k · x < x′

k · xk

äëÿ âñåõ x ∈ clC è âñåõ k ∈ N. Ðàçäåëèâ (7) íà |x′
k|, ìîæíî ñ÷èòàòü

|x′
k| = 1. Èç òîãî, ÷òî ñôåðà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè-

÷åíà è çàìêíóòà, âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
{x′

k}, ñõîäÿùåéñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó x′, |x′| = 1. Ïåðåõîäÿ ê ïðå-
äåëó ïî ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷èì èç (7), ÷òî x′ · x ≤ 0
äëÿ âñåõ x ∈ clC.
Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå x′ ∈ (Rd)′ òàêîãî,

÷òî x′ · x ≤ 0 äëÿ âñåõ x ∈ clC, à çíà÷èò, è äëÿ âñåõ x = a− b, ãäå
a ∈ riA, à b ∈ B. Òàêèì îáðàçîì,

(8) sup
a∈riA

x′ · a ≤ inf
b∈B

x′ · b.

Íåðàâåíñòâî (8) îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè â ëåâîé ÷àñòè çà-
ìåíèòü riA íà cl riA. À ïîñêîëüêó A ⊂ clA = cl riA (ñì. ïðåä-
ëîæåíèå 10, c)), òî (8) âåðíî è äëÿ A, ÷òî îçíà÷àåò îòäåëèìîñòü
ìíîæåñòâ A è B. �

Ëåêöèÿ 5

10. Âûïóêëûå ôóíêöèè

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò íå òîëü-
êî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàñøèðåí-
íîé ïðÿìîé R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è
íåðàâåíñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ ðàñøèðåííîé ïðÿìîé ïîíèìàþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: −∞ < a < +∞, a ∈ R, a+ (±∞) = ±∞ äëÿ âñåõ
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a ∈ R,

a(±∞) =


±∞, a > 0,

0, a = 0,

∓∞, a < 0,

,

+∞+ (+∞) = +∞, −∞+ (−∞) = −∞.
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R. Ìíîæåñòâà

dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞},
epi f = { (x, α) ∈ X × R : α ≥ f(x), x ∈ dom f }

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì è íàäãðà-
ôèêîì (èëè ýïèãðàôîì) ôóíêöèè f . Ôóíêöèþ f íàçûâàþò ñîá-
ñòâåííîé, åñëè dom f ̸= ∅ è f(x) > −∞ ïðè âñåõ x ∈ X.
Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå íàäãðàôèê

âûïóêëîå ìíîæåñòâî â X × R. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ
f âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ dom f è
ëþáîãî 0 ≤ α ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíññåíà.
Ïóñòü X = Rd è f : Rd → R. ×åðåç f ′′(x) îáîçíà÷èì ãåññèàí f â

òî÷êå x

f ′′(x) =



∂2f

∂x2
1

(x)
∂2f

∂x1∂x2

(x) . . .
∂2f

∂x1∂xd

(x)

∂2f

∂x2∂x1

(x)
∂2f

∂x2
2

(x) . . .
∂2f

∂x2∂xd

(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2f

∂xd∂x1

(x)
∂2f

∂xd∂x2

(x) . . .
∂2f

∂x2
d

(x)


.

Òåîðåìà 10. Åñëè ôóíêöèÿ f : Rd → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà
íà Rd, òî îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé â òîì, è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè åå ãåññèàí â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rd óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

hTf ′′(x)h ≥ 0

äëÿ âñåõ h ∈ Rd (ìàòðèöà ãåññèàíà â ëþáîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íåîò-
ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ Rd è h ∈ Rd òàêèå, ÷òî hTf ′′(x)h < 0. Ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ t ∈ R èìååì

f(x+ th) = f(x) + f ′(x)ht+ hTf ′′(x)h
t2

2
+ o(t2),

f(x− th) = f(x)− f ′(x)ht+ hTf ′′(x)h
t2

2
+ o(t2).
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Îòñþäà, ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

f(x+ th)− 2f(x) + f(x− th) = hTf ′′(x)ht2 + o(t2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t

f(x+ th)− 2f(x) + f(x− th) < 0,

ò.å.

f

(
x− th

2
+

x+ th

2

)
>

1

2
f(x− th) +

1

2
f(x+ th),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûïóêëîñòè f .
Ïóñòü òåïåðü hTf ′′(x)h ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ Rd è âñåõ h ∈ Rd. Äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ Rd ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t) = f(x1 + t(x2 − x1))− f(x1)− t(f(x2)− f(x1)).

Èìååì F (0) = F (1) = 0,

F ′′(t) = (x2 − x1)
Tf ′′(x1 + t(x2 − x1))(x2 − x1) ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì t ∈ (0, 1) F (t) > 0. Òîãäà íàé-
äåòñÿ òî÷êà t0 ∈ (0, 1), â êîòîðîé ôóíêöèÿ F áóäåò äîñòèãàòü ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è, çíà÷èò, F ′(t0) = 0. Ïîñêîëüêó F ′′(t) ≥ 0
ïðè âñåõ t ∈ [t0, 1], òî F ′(t) ≥ 0 ïðè t ∈ [t0, 1]. Òåì ñàìûì ôóíê-
öèÿ F íå óáûâàåò íà îòðåçêå [t0, 1], à çíà÷èò, F (1) > 0. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî F (t) ≤ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2),

÷òî è îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè f . �

11. Òåîðåìà Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

Ïóñòü fj : A → R, j = 0, 1, . . . ,m, � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(9) f0(x) → min, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ A.

Ñâÿæåì ñ çàäà÷åé (9) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) =
m∑
j=0

λjfj(x),

ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Âñÿêèé
ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è
(fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ A), áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì.

Ëåììà 1. Ïóñòü x̂ � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (9) è ñóùå-
ñòâóåò íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm) òàêèõ,
÷òî

(a) minx∈A L(x, λ) = L(x̂, λ) (óñëîâèå ìèíèìóìà);
(b) λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè);
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(c) λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . ,m (óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñ-
òè).

Òîãäà, åñëè λ0 > 0, òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò â çàäà÷å (9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî â çàäà÷å (9) ýëåìåíòà
x ∈ A èìååì

λ0f0(x) ≥ L(x, λ) ≥ L(x̂, λ) = λ0f0(x̂).

Äåëÿ íà λ0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, fj : X → R,

j = 0, 1, . . . ,m, � âûïóêëûå ôóíêöèè è A � íåïóñòîå âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî X. Çàäà÷ó

(10) f0(x) → min, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ A,

íàçûâàþò âûïóêëîé çàäà÷åé èëè çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11 (Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà).
1. Åñëè x̂ � ìèíèìóì â çàäà÷å (10), òî íàéäåòñÿ òàêîé íåíó-

ëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (a), (b) è (c) èç ëåììû 1.

2. Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ â (10) òî÷êà x̂ è íàáîð ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
(a), (b) è (c) è ïðè ýòîì λ0 > 0, òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (10).

3. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1 íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ A òàêàÿ,
÷òî fj(x) < 0, 1 ≤ j ≤ m, òî λ0 ̸= 0 (óñëîâèå Ñëåéòåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (10). Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

M = {µ = (µ0, µ1, . . . , µm)
T ∈ Rm+1 : ∃x ∈ A : f0(x)− f0(x̂) < µ0,

fj(x) ≤ µj, j = 1, . . . ,m }.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî âûïóê-
ëî. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî ñîäåðæèò âñå âåêòîðû ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè (íàäî âçÿòü x = x̂) è òåì ñàìûì åãî
âíóòðåííîñòü íå ïóñòà. Íàêîíåö, 0 /∈ M , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå íàøåëñÿ áû ýëåìåíò x ∈ A òàêîé, ÷òî fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, è
f0(x)− f0(x̂) < 0, â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x̂ � ìèíèìóì.
Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé

ôóíêöèîíàë, ò. å. âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗, ÷òî

(11)
m∑
j=0

λjµj ≥ 0

äëÿ âñåõ µ = (µ0, µ1, . . . , µm)
T ∈ M . Ïóñòü δ > 0. Ïîäñòàâëÿÿ â (11)

âåêòîðû (1, δ, . . . , δ)T , . . . , (δ, . . . , δ, 1)T , à çàòåì óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ,
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ïîëó÷àåì, ÷òî λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m, ò. å. äîêàçàíî óòâåðæäåíèå
(b) òåîðåìû.
Òåïåðü ïîäñòàâèì â (11) âåêòîðû (δ, . . . , δ, fj(x̂), δ, . . . , δ)

T , j =
1, . . . ,m (îíè ïðèíàäëåæàòM , íàäî âçÿòü x = x̂) è ñíîâà, óñòðåìëÿÿ
δ ê íóëþ, ïîëó÷èì, ÷òî λjfj(x̂) ≥ 0. Íî λjfj(x̂) ≤ 0, òàê êàê λj ≥ 0,
à fj(x̂) ≤ 0 è ïîýòîìó λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . ,m, ÷òî äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå (c).
Ïóñòü x ∈ A. ßñíî, ÷òî (f0(x)− f0(x̂) + δ, f1(x), . . . , fm(x))

T ∈ M .
Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò âåêòîð â (11), ïðèõîäèì (â ïðåäåëå ïðè δ → 0)
ê íåðàâåíñòâó

∑m
j=0 λjfj(x) ≥ λ0f0(x̂). Äîáàâëÿÿ ñïðàâà íóëåâûå

ñëàãàåìûå λjfj(x̂), j = 1, . . . ,m, ïîëó÷àåì, ÷òî L(x, λ) ≥ L(x̂, λ) è
(a) äîêàçàíî.
2. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç

ëåììû 1.
3. Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Åñëè λ0 = 0, òî

íåíóëåâîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà íàõîäèòñÿ ñðåäè îñòàëüíûõ è ïî-
ýòîìó (ñ ó÷åòîì (c)) L(x, λ) =

∑m
i=1 λifi(x) < 0 =

∑m
i=1 λifi(x̂) =

L(x̂, λ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (a). �

Ëåêöèÿ 6

12. Ñóáäèôôåðåíöèàë

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R,
x̂ ∈ X è ôóíêöèÿ f êîíå÷íà â òî÷êå x̂. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíê-
öèè f â òî÷êå x̂ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå)

∂f(x̂) = {x∗ ∈ X∗ : f(x)− f(x̂) ≥ ⟨x∗, x− x̂⟩, ∀x ∈ X }.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóáäèôôåðåíöèàë � ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî
óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî � âûïóêëî.
Ïóñòü ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ íå ïóñò è x∗

1, x
∗
2 ∈

∂f(x̂). Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X

f(x)− f(x̂) ≥ ⟨x∗
1, x− x̂⟩, f(x)− f(x̂) ≥ ⟨x∗

2, x− x̂⟩.

Îòñþäà ïðè âñåõ α ∈ [0, 1] èìååì

(1−α)(f(x)−f(x̂))+α(f(x)−f(x̂)) ≥ (1−α)⟨x∗
1, x− x̂⟩+α⟨x∗

2, x− x̂⟩.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)− f(x̂) ≥ ⟨(1− α)x∗
1 + αx∗

2, x− x̂⟩.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (1− α)x∗
1 + αx∗

2 ∈ ∂f(x̂). �

Äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ñóáäèôôåðåíöèàë ∂f(x̂) ýòî ñî-
âîêóïíîñòü óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ k, ïðè êîòîðûõ ïðÿìûå y =
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kx+b, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (x̂, f(x̂)) ëåæàò ïîä ãðàôèêîì ôóíê-
öèè y = f(x)

Ïðèìåð 12.1. Ïóñòü f(x) = |x|. Òîãäà

∂|x| =

{
signx, x ̸= 0,

[−1, 1], x = 0.
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Ðèñ. 1

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû íåñêîëüêî ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó
(0, 0) ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè èç ìíîæåñòâà ∂|x| ïðè x = 0.

Ïðèìåð 12.2. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
è f(x) = ∥x∥. Íàéäåì ñíà÷àëà ∂f(0). Ïîñêîëüêó f(0) = 0, òî èç
îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà âûòåêàåò, ÷òî

∂f(0) = {x∗ ∈ X∗ : ∥x∥ ≥ ⟨x∗, x⟩, ∀x ∈ X }.
Ïîêàæåì, ÷òî åäèíè÷íûé øàð ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

BX∗ = {x∗ ∈ X∗ : ∥x∗∥ ≤ 1 }
ñîäåðæèòñÿ â ∂f(0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x∗ ∈ BX∗, òî äëÿ âñåõ
x ∈ X

⟨x∗, x⟩ ≤ ∥x∗∥∥x∥ ≤ ∥x∥.
Åñëè òåïåðü x∗ ∈ ∂f(0), òî x∗ ∈ BX∗, èáî åñëè ∥x∗∥ > 1, òî ñó-
ùåñòâóåò x ∈ X òàêîé, ÷òî ∥x∥ ≤ 1 è ⟨x∗, x⟩ > 1 ≥ ∥x∥. Èòàê,
äîêàçàíî, ÷òî ∂f(0) = BX∗.
Íàéäåì òåïåðü ∂f(x0) ïðè x0 ̸= 0. Èìååì

∂f(x0) = {x∗ ∈ X∗ : ∥x∥ − ∥x0∥ ≥ ⟨x∗, x− x0⟩, ∀x ∈ X }.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ∈ ∂f(x0). Ïîäñòàâèâ x = 0, ïîëó÷èì, ÷òî
⟨x∗, x0⟩ ≥ ∥x0∥. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîäñòàâèòü x = 2x0, òî
ïîëó÷èì, ÷òî ∥x0∥ ≥ ⟨x∗, x0⟩. Ñëåäîâàòåëüíî, ⟨x∗, x0⟩ = ∥x0∥. Òîãäà
äëÿ âñåõ x ∈ X äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ∥x∥ ≥ ⟨x∗, x⟩.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x∗ ∈ BX∗. Íåòðóäíî
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óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè x∗ ∈ BX∗ è ⟨x∗, x0⟩ = ∥x0∥, òî x∗ ∈ ∂f(x0).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè x0 ̸= 0

∂f(x0) = {x∗ ∈ BX∗ : ⟨x∗, x0⟩ = ∥x0∥ }.

ÏóñòüX � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à U � îòêðû-
òîå ïîäìíîæåñòâî X. Ôóíêöèÿ f : U → R íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìîé â òî÷êå x̂ ∈ U , åñëè íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
x∗ ∈ X∗, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ X, äëÿ êîòîðûõ x̂ + h ∈ U ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

(12) f(x̂+ h) = f(x̂) + ⟨x∗, h⟩+ r(h),

ãäå r(h) = o(∥h∥X) (|r(h)|/∥h∥X → 0 ïðè h → 0). Ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë x∗ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ è îáîçíà-
÷àåòñÿ f ′(x̂).
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàë äî-

ñòàòî÷íî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íà âûïóê-
ëûå ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî è f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ
â òî÷êå x̂. Òîãäà ∂f(x̂) = {f ′(x̂)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî
α > 0 èìååì ïî íåðàâåíñòâó Éåíññåíà

f((1− α)x̂+ αx) ≤ (1− α)f(x̂) + αf(x),

îòêóäà
f(x̂+ α(x− x̂))− f(x̂) ≤ α(f(x)− f(x̂)).

Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ èìååì

α⟨f ′(x̂), x− x̂⟩+ o(α) ≤ α(f(x)− f(x̂)).

Ñîêðàùàÿ íà α è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè α → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
f ′(x̂) ∈ ∂f(x̂).
Îáðàòíî, åñëè x∗ ∈ ∂f(x̂), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî t > 0

èìååì f(x̂+ tx)− f(x̂) ≥ t⟨x∗, x⟩. Ñëåäîâàòåëüíî,
t⟨f ′(x̂), x⟩+ o(t) ≥ t⟨x∗, x⟩,

ò. å. ⟨f ′(x̂), x⟩ ≥ ⟨x∗, x⟩ äëÿ ëþáîãî x è çíà÷èò, x∗ = f ′(x̂). �

13. Òåîðåìà Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R
� ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(13) f(x) → min, x ∈ X.

Òåîðåìà 12 (Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå). Òî÷êà x̂ ∈
dom f ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (13) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ ∂f(x̂).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, òî f(x)−f(x̂) ≥
0 = ⟨0, x− x̂⟩ äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ò. å. 0 ∈ ∂f(x̂). Åñëè 0 ∈ ∂f(x̂), òî
f(x)− f(x̂) ≥ ⟨0, x− x̂⟩ = 0, ò. å. f(x) ≥ f(x̂) äëÿ ëþáîãî x ∈ X. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 12 è òåîðåìû 12 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè â çàäà÷å (13) f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x̂, òî x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè f ′(x̂) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 13. Åñëè X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî è ó âûïóêëîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè f : X → R â òî÷êå
x̂ ∈ dom f ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî â òî÷êå x̂ è ãëîáàëüíûé ìèíè-
ìóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ò. å. ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x̂, ÷òî f(x̂) ≤ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ U .
Ïóñòü òåïåðü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç X. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
0 < α ≤ 1 òî÷êè (1 − α)x̂ + αx ïðèíàäëåæàò U è ïîýòîìó (ïî
íåðàâåíñòâó Éåíññåíà) f(x̂) ≤ f((1−α)x̂+αx) ≤ (1−α)f(x̂)+αf(x),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x̂) ≤ f(x). �
Ïðåäëîæåíèå 14. Åñëè X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, f : X → R � ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ íåêî-
òîðîãî x∗ ∈ X∗ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ ∈ dom f âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

(14) f(x)− f(x̂) ≥ ⟨x∗, x− x̂⟩,

òî x∗ ∈ ∂f(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ g(x) = f(x)−f(x̂)−⟨x∗, x− x̂⟩ ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé è â òî÷êå x̂ èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé íóëþ.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 13 ñëåäóåò, ÷òî x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ò.å. äëÿ
âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (14). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî x∗ ∈
∂f(x̂). �

14. Ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Òåîðåìà
Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà

Òåîðåìà 13 (Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà). Åñëè f1, f2 : X → R � ñîá-
ñòâåííûå âûïóêëûå ôóíêöèè, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ íåïðåðûâ-
íà â òî÷êå x̂, òî

∂(f1 + f2)(x̂) = ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂).

Ëåêöèÿ 7

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî

∂f1(x̂) + ∂f2(x̂) ⊂ ∂(f1 + f2)(x̂).



26 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ïóñòü x∗ ∈ ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò x∗
1 ∈

∂f1(x̂) è x∗
2 ∈ ∂f2(x̂) òàêèå, ÷òî x∗ = x∗

1 + x∗
2. Èìååì

(f1 + f2)(x)− (f1 + f2)(x̂)− ⟨x∗, x− x̂⟩ = f1(x)− f1(x̂)− ⟨x∗
1, x− x̂⟩

+ f2(x)− f2(x̂)− ⟨x∗
2, x− x̂⟩ ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ ∂(f1 + f2)(x̂).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

∂(f1 + f2)(x̂) ⊂ ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ÷èòàòü, ÷òî f1(x̂) = f2(x̂) = 0.
Åñëè ýòî íå òàê, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèè

g1(x) = f1(x)− f1(x̂), g2(x) = f2(x)− f2(x̂).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè

(15) 0 ∈ ∂(f1 + f2)(x̂),

òî íàéäåòñÿ x̃∗ ∈ ∂f1(x̂) òàêîé, ÷òî −x̃∗ ∈ ∂f2(x̂). Èç (15) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X

(16) (f1 + f2)(x) ≥ (f1 + f2)(x̂) = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f2 íåïðåðûâíà â x̂. Ïîëîæèì

A = { (x, v) : x ∈ dom f1, v < −f1(x) },
B = epi f2 = { (x, u) : x ∈ dom f2, u ≥ f2(x) }.

Ýòè äâà ìíîæåñòâà âûïóêëû è íåïóñòû. Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê
êàê èç òîãî, ÷òî (x, v) ∈ A ñëåäóåò, ó÷èòûâàÿ (16), ÷òî v < −f1(x) ≤
f2(x). Òåì ñàìûì (x, v) /∈ epi f2 = B. Ïîñêîëüêó f2 íåïðåðûâíà â x̂,
îíà îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ýòîé òî÷êè. Ïîëîæèì

M = sup
x∈U

f2(x).

Òîãäà îòêðûòîå ìíîæåñòâî

V = { (x, v) : x ∈ U, v > M }

ëåæèò â epi f2. Ñëåäîâàòåëüíî, intB ̸= ∅. Ïî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëè-
ìîñòè (òåîðåìà 6, êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé � òåîðåìà 9) ìíîæåñòâà
A è B ìîæíî îòäåëèòü, ò.å. ñóùåñòâóþò x∗ ∈ X∗ è λ ∈ R, íå ðàâíûå
îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (x1, v) ∈ A è (x2, u) ∈ B
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(17) ⟨x∗, x1⟩+ λv ≤ ⟨x∗, x2⟩+ λu.

Ïîëîæèì â (17) x1 = x2 = x̂, v < 0, a u = f2(x2) = f2(x̂) = 0.
Òîãäà

⟨x∗, x̂⟩+ λv ≤ ⟨x∗, x̂⟩.
Ñëåäîâàòåëüíî, λv ≤ 0, à òàê êàê v < 0, ïîëó÷àåì, ÷òî λ ≥ 0.
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî λ = 0, òî èç (17) ïîëó÷àåì

sup
x∈dom f1

⟨x∗, x⟩ ≤ inf
x∈dom f2

⟨x∗, x⟩.

Ïîñêîëüêó x∗ ̸= 0, à ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåí-
íîãî íóëÿ, íå ìîæåò ïðèíèìàòü ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âî âíóò-
ðåííåé òî÷êå, òî

⟨x∗, x̂⟩ ≤ sup
x∈dom f1

⟨x∗, x⟩ ≤ inf
x∈dom f2

⟨x∗, x⟩ < ⟨x∗, x̂⟩.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî λ ̸= 0.
Ïóñòü x1 = x̂, v < 0, x2 ∈ X, u = f2(x2). Òîãäà èç (17) ïîëó÷àåì

⟨x∗, x̂⟩+ λv ≤ ⟨x∗, x2⟩+ λf2(x2).

Óñòðåìëÿÿ v ê íóëþ, ïîëó÷àåì

⟨x∗, x̂⟩ ≤ ⟨x∗, x2⟩+ λf2(x2).

Îòñþäà
f2(x2) ≥ ⟨−λ−1x∗, x2 − x̂⟩.

Ñëåäîâàòåëüíî, −λ−1x∗ ∈ ∂f2(x̂).
Ïóñòü òåïåðü x2 = x̂, x1 ∈ dom f1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî v < −f1(x1)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

⟨x∗, x1⟩+ λv ≤ ⟨x∗, x̂⟩+ λf2(x̂) = ⟨x∗, x̂⟩.
Óñòðåìëÿÿ v ê f1(x1), ïîëó÷àåì

⟨x∗, x1⟩ − λf1(x1) ≤ ⟨x∗, x̂⟩,
îòêóäà λ−1x∗ ∈ ∂f1(x̂). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî 0 ∈ ∂f1(x̂)+∂f2(x̂).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ∈ ∂(f1 + f2)(x̂). Ïîëîæèì

g(x) = f1(x)− ⟨x∗, x− x̂⟩.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî 0 ∈ ∂(g + f2)(x̂). Ïî äîêàçàííîìó âûøå
0 ∈ ∂g(x̂) + ∂f2(x̂). Òåì ñàìûì íàéäåòñÿ x̃∗ ∈ ∂g(x̂) òàêîé, ÷òî
−x̃∗ ∈ ∂f2(x̂). Âêëþ÷åíèå x̃∗ ∈ ∂g(x̂) îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

f1(x)− ⟨x∗, x− x̂⟩ ≥ ⟨x̃∗, x− x̂⟩.
Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ + x̃∗ ∈ ∂f1(x̂). Ïîýòîìó x∗ ∈ ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂). �
Ñëåäñòâèå 5. Åñëè f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå
x̂, òî ∂f(x̂) ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ f â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè â òî÷êå x̂ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé (äîêàæèòå!). Îáîçíà÷èì
÷åðåç δ{x̂} èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ òî÷êè x̂

δ{x̂}(x) =

{
0, x = x̂,

+∞, x ̸= x̂.
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Ôóíêöèÿ δ{x̂} ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé ôóíêöèåé è íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∂δ{x̂}(x̂) = X∗. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f + δ{x̂}.
Èç òåîðåìû Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà ïîëó÷àåì

X∗ = ∂(f + δ{x̂})(x̂) = ∂f(x̂) + ∂δ{x̂})(x̂) = ∂f(x̂) +X∗.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∂f(x̂) ̸= ∅. �

15. Òåîðåìà Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà

Òåîðåìà 14 (Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà). Åñëè f1, . . . , fn : X → R �
âûïóêëûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå â òî÷êå x̂, è

f(x) = max{f1(x), . . . , fn(x)},
òî

∂f(x̂) = co

(∪
j∈I

∂fj(x̂)

)
,

ãäå I = {j : fj(x̂) = f(x̂)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

f1(x̂) = . . . = fn(x̂) = f(x̂).

Äîêàæåì, ÷òî

(18) co

( n∪
j=1

∂fj(x̂)

)
⊂ ∂f(x̂).

Ïóñòü x∗ ∈ ∂fj(x̂) ïðè íåêîòîðîì j, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X

f(x) ≥ fj(x) ≥ fj(x̂) + ⟨x∗, x− x̂⟩ = f(x̂) + ⟨x∗, x− x̂⟩.
Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ ∂f(x̂). Òåì ñàìûì ∂fj(x̂) ⊂ ∂f(x̂). Îòñþäà

n∪
j=1

∂fj(x̂) ⊂ ∂f(x̂).

Â ñèëó âûïóêëîñòè ñóáäèôôåðåíöèàëà (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 11 è 1)
èìååò ìåñòî (18).
Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x̂). Ïîëîæèì

φj(x) = fj(x)− fj(x̂)− ⟨x∗, x− x̂⟩, j = 1, . . . , n.

Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

(19)

{
φk(x) < 0,

φj(x) ≤ 0, j ̸= k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ k ýòè ñèñòåìû ñîâìåñòíû è îáîçíà÷èì
÷åðåç xk êàêîå-ëèáî ðåøåíèå êàæäîé èç ýòîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì
òî÷êó

x̃ =
1

n

n∑
k=1

xk.
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Òîãäà ïðè êàæäîì k = 1, . . . , n

φk(x̃) ≤
1

n

n∑
j=1

φk(xj) ≤
1

n
φk(xk) < 0.

Îòñþäà

fk(x̃)− f(x̂)− ⟨x∗, x̃− x̂⟩ < 0, k = 1, . . . , n.

Òåì ñàìûì
f(x̃)− f(x̂)− ⟨x∗, x− x̂⟩ < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x∗ ∈ ∂f(x̂). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ
k, 1 ≤ k ≤ n, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà (19) áóäåò íåñîâìåñòíà. Èç
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé fj, j = 1, . . . , n, â òî÷êå x̂ ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x̂, â êîòîðîé âñå ôóíêöèè fj êî-
íå÷íû. Òîãäà äëÿ òàêîãî k ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

φk(x) → min, φj(x) ≤ 0, j ̸= k, x ∈ U

áóäåò èìåòü ðåøåíèå x̂. Ïî òåîðåìå Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (òåîðå-
ìà 11) íàéäóòñÿ λ1, . . . , λn ≥ 0, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ
ïðè âñåõ x ∈ U

n∑
j=1

λjφj(x) ≥
n∑

j=1

λjφj(x̂) = 0.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 13 âûòåêàåò, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ x ∈ X. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

n∑
j=1

λj = 1.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X
n∑

j=1

λjfj(x)−
n∑

j=1

λjfj(x̂)− ⟨x∗, x− x̂⟩ ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà, ïîëó÷àåì

x∗ ∈ ∂

( n∑
j=1

λjfj

)
(x̂) =

n∑
j=1

∂(λjfj)(x̂)

=
n∑

j=1

λj∂fj(x̂) ⊂ co

( n∪
j=1

∂fj(x̂)

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïîëîæèì J = {j : fj(x̂) <
f(x̂)} è g(x) = maxj∈I fj(x). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé fj,
j = 1, . . . , n, â òî÷êå x̂ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̂, â êîòîðîé
fj(x) < f(x) äëÿ âñåõ j ∈ J . Òîãäà â îêðåñòíîñòè V ôóíêöèè f è g
ñîâïàäàþò. Èç ïðåäëîæåíèÿ 14 ïîëó÷àåì, ÷òî ∂f(x̂) = ∂g(x̂), à äëÿ
∂g(x̂) íóæíîå ðàâåíñòâî óæå äîêàçàíî. �
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Ëåêöèÿ 8

16. Ñóáäèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà òåîðåìû
Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, fj : X → R,
j = 0, 1, . . . ,m, � âûïóêëûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(20) f0(x) → min, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ X.

Òåîðåìà 15 (Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå). Ïóñòü x̂ ∈ X � ìèíèìóì â çàäà÷å (20) è ôóíêöèè fj,
j = 0, 1, . . . ,m, � íåïðåðûâíû â òî÷êå x̂. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà
λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

m∑
j=0

λj = 1, λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . ,m,

è

0 ∈
m∑
j=0

λj∂fj(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = max{f0(x)− f0(x̂), f1(x), . . . , fm(x)}.
Òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè áû â íåêîòîðîé òî÷êå x̃ ∈ X âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåí-
ñòâî f(x̃) < 0, òî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî f0(x̃) < f0(x̂) è fj(x̃) < 0,
j = 1, . . . ,m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè x̂ â çàäà÷å (20). Òî-
ãäà èç òåîðåìû Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå (òåîðåìà 12)
ñëåäóåò, ÷òî 0 ∈ ∂f(x̂). Ïî òåîðåìå Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà (òåî-
ðåìà 14) èìååì

∂f(x̂) = co

(∪
j∈I

∂fj(x̂)

)
,

ãäå I = {0} ∪ {j : fj(x̂) = 0, 1 ≤ j ≤ m}. Òàêèì îáðàçîì (ñì.
ïðåäëîæåíèå 3), íàéäóòñÿ x∗

j ∈ ∂fj(x̂), j ∈ I, òàêèå, ÷òî

0 =
∑
j∈I

λjx
∗
j ,

∑
j∈I

λj = 1, λj ≥ 0, j ∈ I.

Îñòàëîñü ïîëîæèòü λj = 0 äëÿ j /∈ I. �

17. Äâîéñòâåííîñòü âûïóêëûõ ìíîæåñòâ

Â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì âûïóêëûõ îáúåêòîâ (âûïóê-
ëûõ ìíîæåñòâ, âûïóêëûõ ôóíêöèé è âûïóêëûõ ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷), âàæíóþ ðîëü èãðàåò ôåíîìåí äâîéñòâåííîñòè. Îí çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîìó âûïóêëîìó îáúåêòó ìîæíî ñîïîñòàâèòü
äâîéñòâåííûé âûïóêëûé îáúåêò, êîòîðûé òåñíî ñâÿçàí ñ èñõîäíûì
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è ñîâìåñòíîå èõ èññëåäîâàíèå, êàê ïðàâèëî, áûâàåò âåñüìà ïëîäî-
òâîðíûì.
Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì,

÷òî ãèïåðïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

H = {x ∈ X : ⟨x∗, x⟩ = γ }, x∗ ∈ X∗, γ ∈ R.
Ãèïåðïëîñêîñòü ðàçáèâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî íà äâà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà

H+ = {x ∈ X : ⟨x∗, x⟩ ≤ γ }, H− = {x ∈ X : ⟨x∗, x⟩ ≥ γ }.
Â îñíîâå äâîéñòâåííîñòè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ëåæèò ñëåäóþùèé

ôàêò. Âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X äîïóñêàåò äâîéíîå îïèñàíèå: ïåðâîå (íà ÿçûêå èñ-
õîäíîãî ïðîñòðàíñòâà) åñòü ïðîñòî îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè è çà-
ìêíóòîñòè, âòîðîå (íà ÿçûêå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà X∗) ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ïîëó-
ïðîñòðàíñòâ, åãî ñîäåðæàùèõ. Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 15. Âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ëèíåé-
íîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðî-
ñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ ýòî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ëè-
íåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ A. Òàê êàê êàæäîå èç
ïîëóïðîñòðàíñòâ ñîäåðæèò A, òî è èõ ïåðåñå÷åíèå òîæå ñîäåðæèò
A, ò.å. A ⊂ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ∈ B, íå ïðè-
íàäëåæàùàÿ A. Ïî âòîðîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ([6, òåîðåìà 12,
ñòð. 23]) ìíîæåñòâî A è òî÷êà x̂ ñòðîãî îòäåëèìû, ò.å. ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X, äëÿ êîòîðîãî

sup
x∈A

⟨x∗, x⟩ < ⟨x∗, x̂⟩.

Òîãäà íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ äëÿ âñåõ x ∈ A

⟨x∗, x⟩ ≤ γ,

ãäå γ = ⟨x∗, x̂⟩ − ε. Òåì ñàìûì íàøëîñü ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîäåð-
æàùåå A è íå ñîäåðæàùåå x̂, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x̂ ïðèíàä-
ëåæèò âñåì ïîëóïðîñòðàíñòâàì, ñîäåðæàùèì A. �

18. Äâîéñòâåííîñòü âûïóêëûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè ìíîæåñòâî epi f
çàìêíóòî â X × R.
Âûÿñíèì òåïåðü, êàê àíàëèòè÷åñêè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òîò

ôàêò, ÷òî íàäãðàôèê âûïóêëîé çàìêíóòîé ôóíêöèè åñòü ïåðåñå÷å-
íèå âñåõ ñîäåðæàùèõ åãî ïîëóïðîñòðàíñòâ.
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ a(x) = ⟨x∗, x⟩+ α, ãäå x∗ ∈ X∗, à α ∈ R,

íàçûâàåòñÿ àôôèííîé.
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Òåîðåìà 16 (î ïîòî÷å÷íîé âåðõíåé ãðàíè àôôèííûõ ôóíêöèé).
Ôóíêöèÿ f : X → R ∪ {+∞} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è çàìêíóòîé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü àô-
ôèííûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f � ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñåìåéñòâà
àôôèííûõ ôóíêöèé, òî åå íàäãðàôèê åñòü ïåðåñå÷åíèå íàäãðàôè-
êîâ ýòèõ ôóíêöèé, êîòîðûå, î÷åâèäíî, âûïóêëû è çàìêíóòû è ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà.
Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà. Åñëè f(x) ≡

+∞, òî îíà åñòü, íàïðèìåð, ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë êîíñòàíò. Ïóñòü
ôóíêöèÿ f íå ðàâíà òîæäåñòâåííî +∞ è x0 ∈ X, α0 ∈ R òàêèå, ÷òî
α0 < f(x0). ßñíî, ÷òî (x0, α0) /∈ epi f . Ïî âòîðîé òåîðåìå îòäåëèìî-
ñòè ([6, òåîðåìà 12, ñòð. 23]) íàéäåòñÿ x∗ ∈ X∗ è γ ∈ R, íå ðàâíûå
îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî

(21) sup
(x,α)∈epi f

(⟨x∗, x⟩+ γα) < ⟨x∗, x0⟩+ γα0.

Çàìåòèì, ÷òî γ ≤ 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, óâåëè÷èâàÿ α, ïðèøëè
áû ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåðàâåíñòâîì (21).
Ïóñòü f(x0) < +∞. Ïîäñòàâëÿÿ òî÷êó (x0, f(x0)) ∈ epi f â (21),

ïîëó÷àåì, ÷òî γ(α0 − f(x0)) > 0. Íî α0 − f(x0) < 0 è ïîýòîìó
â äàííîì ñëó÷àå γ < 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ = −1 (äåëÿ, åñëè
íåîáõîäèìî, îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (21) íà −γ). Òîãäà, îáîçíà÷àÿ
÷åðåç c âåðõíþþ ãðàíü â (21), ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå äâóõ íåðàâåíñòâ

(22) ⟨x∗, x0⟩ − c > α0, ⟨x∗, x⟩ − c ≤ α ∀ (x, α) ∈ epi f.

Ðàññìîòðèì àôôèííóþ ôóíêöèþ a(x) = ⟨x∗, x⟩ − c. Åñëè f(x) =
+∞, òî, î÷åâèäíî, a(x) < f(x). Åñëè f(x) < +∞, òî èç âòîðîãî
íåðàâåíñòâà â (22) ïðè α = f(x) ñëåäóåò, ÷òî a(x) ≤ f(x). Òàêèì
îáðàçîì, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ X. Èç ïåðâîãî
íåðàâåíñòâà â (22) ñëåäóåò, ÷òî α0 < a(x0), è çíà÷èò, α0 < a(x0) ≤
f(x0). Âûáèðàÿ α0 ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê f(x0), ïîëó÷àåì, ÷òî âî
âñåõ òî÷êàõ, ãäå ôóíêöèÿ f êîíå÷íà, îíà åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü ñåìåéñòâà àôôèííûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ f .
Ïóñòü òåïåðü f(x0) = +∞. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ýòîì

ñëó÷àå íàäî äëÿ ëþáîãî α0 ∈ R ïîñòðîèòü àôôèííóþ ôóíêöèþ, íå
ïðåâîñõîäÿùóþ f , çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå x0 áîëüøå α0. Ïóñòü
α0 ∈ R. Åñëè â (21) γ < 0 (êàê è âûøå, ñ÷èòàåì òîãäà, ÷òî γ = −1),
òî èç (22) âûòåêàåò, ÷òî a(x0) = ⟨x∗, x0⟩ − c > α0 è âñå äîêàçàíî.
Åñëè æå γ = 0 (îòäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü �âåðòèêàëüíà�), òî (21)
çàïèøåòñÿ òàê

(23) ⟨x∗, x0⟩ − c > 0, ⟨x∗, x⟩ − c ≤ 0 ∀ (x, α) ∈ epi f.
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Ïî äîêàçàííîìó âûøå ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ a, êîòîðàÿ
âñþäó íå ïðåâîñõîäèò f . Äëÿ êàæäîãî µ > 0 ðàññìîòðèì àôôèí-
íóþ ôóíêöèþ aµ(x) = a(x) + µ(⟨x∗, x⟩ − c). Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà
â (23) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ òàêæå âñþäó íå ïðåâîñõîäèò f , à
èç ïåðâîãî, ÷òî aµ(x0) = a(x0) + µ(⟨x∗, x0⟩ − c) > α0 äëÿ äîñòàòî÷-
íî áîëüøèõ µ. Èòàê, f åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñåìåéñòâà
àôôèííûõ ôóíêöèé, åå íå ïðåâîñõîäÿùèõ. �

19. Ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè. Ïðåîáðàçîâàíèå
Ëåæàíäðà�Ôåíõåëÿ�Þíãà

Ïóñòü f : X → R. Ôóíêöèÿ íà X∗, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

(24) f ∗(x∗) = sup
x∈X

(⟨x∗, x⟩ − f(x)),

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê f èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà�
Ôåíõåëÿ�Þíãà.

Ëåêöèÿ 9

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 19.1. Ïóñòü X = R. Òîãäà X∗ = R è ⟨x∗, x⟩ = x∗x. Äëÿ
f(x) = ex èìååì

f ∗(x∗) = sup
x∈R

(x∗x− ex) =


x∗ lnx∗ − x∗, x∗ > 0,

0, x∗ = 0,

+∞, x∗ < 0.

Ïðèìåð 19.2. ÏóñòüX = Rd ñ íîðìîé ∥x∥ =
√
x2
1 + . . .+ x2

d. Òîãäà
X∗ = (Rd)∗ è

⟨x∗, x⟩ =
d∑

j=1

x∗
jxj.

Äëÿ

f(x) =
1

p

d∑
j=1

|xj|p, 1 < p < ∞,

èìååì

f ∗(x∗) =
1

q

d∑
j=1

|x∗
j |q,

1

p
+

1

q
= 1.

Ôóíêöèÿ f ∗ åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ôóíêöèé
⟨x∗, x⟩−f(x). Ïîýòîìó íàäãðàôèê f ∗ åñòü ïåðåñå÷åíèå íàäãðàôèêîâ
ýòèõ ôóíêöèé, ò.å. ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
Çíà÷èò, f ∗ � âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ.
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Âòîðîé ñîïðÿæåííîé ê f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f ∗∗ : X → R, îïðå-
äåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

f ∗∗(x) = sup
x∗∈X∗

(⟨x∗, x⟩ − f ∗(x∗)).

Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî áûëè ïðèâåäåíû âûøå, f ∗∗ � âûïóê-
ëàÿ è çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ.
Åñëè f � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, òî èç îïðåäåëåíèé âûòåêàþò

íåðàâåíñòâà

⟨x∗, x⟩ ≤ f(x) + f ∗(x∗), ⟨x∗, x⟩ ≤ f ∗(x∗) + f ∗∗(x),

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè Þíãà. Êðîìå òîãî, f(x) ≥
f ∗∗(x), òàê êàê f(x) ≥ ⟨x∗, x⟩ − f ∗(x∗) äëÿ âñåõ x∗ ∈ X∗, è ñëå-
äîâàòåëüíî,

f(x) ≥ sup
x∗∈X∗

(⟨x∗, x⟩ − f ∗(x∗)) = f ∗∗(x).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ f ñ åå âòîðîé ñîïðÿ-
æåííîé ñëóæèò áàçîé òåîðèè äâîéñòâåííîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 17 (Ôåíõåëÿ-Ìîðî). Ïóñòü f : X → R ∪ {+∞}. Òîãäà
f = f ∗∗ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà f âûïóêëà è çàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f = f ∗∗, òî êàê áûëî îòìå÷åíî, f ∗∗ âûïóêëà
è çàìêíóòà, ïîýòîìó è f òàêîâà.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè âûïóêëîñòè è çàìêíóòîñòè f èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî f = f ∗∗. Åñëè f(x) ≡ +∞, òî, î÷åâèäíî, f ∗∗(x) ≡
+∞. Ïóñòü f ̸= +∞. Ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ àôôèííàÿ
ôóíêöèÿ a(x) = ⟨x∗, x⟩ − α, ÷òî ⟨x∗, x⟩ − α ≤ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.
Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

α ≥ sup
x∈X

(⟨x∗, x⟩ − f(x)) = f ∗(x∗).

Òàê êàê ïî òåîðåìå 16 f � âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ ôóíêöèé, òî äëÿ
âñåõ x ∈ X

(25) f(x) = sup
x∗∈X∗, α∈R
α≥f∗(x∗)

(⟨x∗, x⟩ − α).

Ïîñêîëüêó f íå ðàâíà òîæäåñòâåííî+∞, òî f ∗ íèãäå íå îáðàùàåòñÿ
â −∞ è ïîýòîìó â (25) âìåñòî α ìîæíî âçÿòü f ∗(x∗). Ñëåäîâàòåëü-
íî,

f(x) = sup
x∗∈X∗

(⟨x∗, x⟩ − f ∗(x∗)) = f ∗∗(x)

äëÿ âñåõ x ∈ X. �
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20. Äâîéñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ôåíõåëÿ�Ìîðî ê ïîñòðîåíèþ äâîéñòâåííûõ
çàäà÷. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è f : X →
R. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(26) f(x) → min, x ∈ X.

Âêëþ÷èì åå â ñåðèþ �ïîäîáíûõ� åé çàäà÷ (èëè, êàê ãîâîðÿò, �âîç-
ìóòèì� äàííóþ çàäà÷ó). Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïóñòü Y � ëèíåéíîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è ôóíêöèÿ F : X × Y → R òàêîâà, ÷òî
F (x, 0) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X. Êàæäîìó y ∈ Y ñîïîñòàâèì çàäà÷ó

(27) F (x, y) → min, x ∈ X.

Ñåìåéñòâî òàêèõ çàäà÷ íàçûâàåòñÿ âîçìóùåíèåì çàäà÷è (26), à
ôóíêöèÿ S : Y → R, ñîïîñòàâëÿþùàÿ y ∈ Y çíà÷åíèå çàäà÷è (27),
íàçûâàåòñÿ S-ôóíêöèåé äàííîãî ñåìåéñòâà. ßñíî, ÷òî S(0) � çíà-
÷åíèå èñõîäíîé çàäà÷è (26).
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, S∗∗(0) ≤ S(0), à åñëè S-ôóíêöèÿ âû-

ïóêëà è çàìêíóòà, òî ïî òåîðåìå Ôåíõåëÿ�Ìîðî S∗∗(0) = S(0). Âû-
ïèøåì çàäà÷ó, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà S∗∗(0). Ïî
îïðåäåëåíèþ

S∗∗(0) = sup
y∗∈Y ∗

(−S∗(y∗)).

Äàëåå,

S∗(y∗) = sup
y∈Y

(⟨y∗, y⟩ − inf
x∈X

F (x, y))

= sup
(x,y)∈X×Y

(⟨0, x⟩+ ⟨y∗, y⟩ − F (x, y)) = F ∗(0, y∗).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî S∗∗(0) èìååò âèä

(28) −F ∗(0, y∗) → max, y∗ ∈ Y ∗.

Çàäà÷à (28) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ê (26) (îòíîñèòåëü-
íî çàäàííîãî âîçìóùåíèÿ).

21. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â íîðìàëüíîé
ôîðìå è äâîéñòâåííàÿ ê íåé

Ïóñòü c∗ ∈ (Rd)∗, A � ìàòðèöà ðàçìåðà n× d è b ∈ Rn. Çàäà÷ó

(29) c∗ · x → min, Ax ≥ b, x ≥ 0,

íàçûâàþò çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (â íîðìàëüíîé
ôîðìå). Çäåñü x ∈ Rd, à íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.
Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè çäåñü f(x) = c∗ · x, êîãäà Ax ≥ b,

x ≥ 0 è f(x) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Âûïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê (29) îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ

(30) c∗ · x → min, Ax ≥ b+ y, x ≥ 0,
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ãäå y ∈ Rn (ò.å. F (x, y) = c∗ · x, êîãäà Ax ≥ b+ y, x ≥ 0 è F (x, y) =
+∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Èìååì

F ∗(0, y∗) = sup
(x,y)∈Rd×Rn

(y∗ · y − F (x, y)) = sup
y∈Rn

(y∗ · y − inf
Ax≥b+y

x≥0

c∗ · x)

= sup
Ax≥b+y

x≥0, y∈Rn

(y∗ · y − c∗ · x)

=

sup
x≥0

(y∗ · (Ax− b)− c∗ · x), åñëè y∗ ≥ 0,

+∞, åñëè íå òàê.

Äàëåå,

sup
x≥0

(y∗ · (Ax− b)− c∗ · x) = sup
x≥0

((y∗A− c∗) · x− y∗ · b)

=

{
−y∗ · b, åñëè y∗A− c∗ ≤ 0,

+∞, åñëè íå òàê.

Òàêèì îáðàçîì,

F ∗(0, y∗) =

{
−y∗ · b, åñëè y∗A ≤ c∗, y∗ ≥ 0,

+∞, åñëè íå òàê,

è ñëåäîâàòåëüíî, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

(31) y∗ · b → max, y∗A ≤ c∗, y∗ ≥ 0.

Ëåêöèÿ 10

22. Êîíóñ. Çàìêíóòîñòü êîíå÷íîïîðîæäåííîãî êîíóñà

Ìû äîêàæåì íåêîòîðûå òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèé â çàäà÷àõ (29) è (31), à òàêæå äâîéñòâåííûõ ñâÿçåé ìåæäó
íèìè. Ïåðåä ýòèì íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòà-
òîâ.
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî K ⊂ X

íàçûâàåòñÿ êîíóñîì, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ K è âñåõ α ≥ 0 αx ∈ K.
Ìíîæåñòâî K ⊂ X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì êîíóñîì,

åñëè ñóùåñòâóþò x1, . . . , xn ∈ X òàêèå, ÷òî

K = cone{x1, . . . , xn}.

Ïðåäëîæåíèå 16. Â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå êî-
íå÷íîïîðîæäåííûé êîíóñ çàìêíóò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, x1, . . . , xn ∈ X è K = cone{x1, . . . , xn}. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-
äåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1

K = {x ∈ X : x = αx1, α ≥ 0 }.
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Åñëè x1 = 0, òî, î÷åâèäíî, êîíóñ K çàìêíóò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
x1 ̸= 0 è αkx1 → x̂ ïðè k → +∞. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{∥αkx1∥} îãðàíè÷åíà, è ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}
îãðàíè÷åíà. Âûáåðåì èç íåå ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αk → α̂ ïðè k →
+∞. Èìååì

∥x̂− α̂x1∥ = ∥x̂− αkx1 − (α̂x1 − αkx1)∥ ≤ ∥x̂− αkx1∥+ |α̂− αk|∥x1∥.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ñäåëàòü
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ñêîëü óãîäíî ìàëîé, x̂ = α̂x1.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ êîíóñîâ, ïîðîæäåííûõ n − 1 òî÷-

êîé, n ≥ 2, x1, . . . , xn ∈ X è K = cone{x1, . . . , xn}. Äîêàæåì çà-
ìêíóòîñòü êîíóñà K. Åñëè êîíóñ K ñîäåðæèò òî÷êè −x1, . . . ,−xn,
òî K � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, è ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òî÷êà èç ìíîæåñòâà
−x1, . . . ,−xn, êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò K. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè ýòî áóäåò −xn. Òîãäà

K = {x ∈ X : x = x′ + αxn, x′ ∈ K ′, α ≥ 0 },
ãäå K ′ = cone{x1, . . . , xn−1}. Ïóñòü xk = x′k+αkxn � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê èç K ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x̂ ∈ X. Äîêàæåì,
÷òî x̂ ∈ K. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk} íåîãðàíè÷åíà, òî èç íåå
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùóþñÿ ê +∞. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî αk → +∞ ïðè k → +∞.
Òîãäà, ïîäåëèâ íà αk è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê îãðàíè÷åíà, ïîëó÷èì

x′k

αk

+ xn =
xk

αk

→ 0.

Òåì ñàìûì
x′k

αk

→ −xn.

Â ñèëó çàìêíóòîñòè K ′ òî÷êà −xn ∈ K ′ ⊂ K, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñäåëàííîìó ðàíåå ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {αk} îãðàíè÷åíà, è ñëåäîâàòåëüíî, èç íåå ìîæíî âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî αk → α̂ ïðè k → +∞. Òîãäà

xk − αkxn → x̂− α̂xn.

Â ñèëó çàìêíóòîñòè K ′ x̂− α̂xn ∈ K ′. Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò òî÷êà
k′ ∈ K ′, äëÿ êîòîðîé x̂− α̂xn = k′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x̂ = k′+ α̂xn ∈
K. �

23. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äâîéñòâåííîé ê íåé

Òåîðåìà 18 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Åñëè çíà÷åíèå çàäà÷è (29) ((31))
êîíå÷íî, òî îíà èìååò ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ çàäà÷è (29). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

(32) K = { (y, α) ∈ Rn × R : ∃x ∈ Rd, x ≥ 0, c∗ · x ≤ α, Ax ≥ y }.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî K � âûïóêëûé êîíóñ. Ïîêàæåì, ÷òî K
� êîíå÷íîïîðîæäåííûé êîíóñ. Ïóñòü (y, α) ∈ K. Òîãäà íàéäåòñÿ
x ∈ Rd, x ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî c∗ · x ≤ α è Ax ≥ y. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàéäóòñÿ òàêèå β0 ≥ 0 è β = (β1, . . . , βn)

T ≥ 0, ÷òî c∗ · x+ β0 = α è
Ax− β = y. Òåì ñàìûì

(y, α) = (Ax− β, c∗ · x+ β0) = (Ax, c∗ · x) + (−β, β0).

Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè, ñ÷èòàÿ, ÷òî

c∗ = (c1, . . . , cn), x =

x1
...
xd

 , A =

a11 . . . a1d
. . . . . . . . . . . .
an1 . . . and

 ,

à e1, . . . , ed � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rd, ïîëó÷àåì

(y, α) =
d∑

j=1

xj(Aej, c
∗ · ej) + (−β, β0) =

d∑
j=1

xjξj +
n∑

j=0

βjξd+j+1,

ãäå ξj = (Aej, c
∗ · ej) = ((a1j, . . . , anj)

T , cj), j = 1, . . . , d, ξd+1 =
((0, . . . , 0)T , 1),

ξd+2 = ((−1, . . . , 0)T , 0), . . . , ξd+n+1 = ((0, . . . ,−1)T , 0).

Òàêèì îáðàçîì, K ⊂ cone{ξ1, . . . , ξd+n+1}. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ξj ∈ K ïðè âñåõ j = 1, . . . , d+ n+ 1. Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü xj = 1 è
xk = 0, åñëè k ̸= j, ïðè j = 1, . . . , d, à ïðè j = d + 1, . . . , d + n + 1
íàäî âçÿòü x = 0. Òàê êàê K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì, òî
cone{ξ1, . . . , ξd+n+1} ⊂ K. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî K � êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûé êîíóñ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 16 âûòåêàåò, ÷òî îí çàìêíóò.
Ïóñòü α̂ � çíà÷åíèå çàäà÷è (29). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xk} äîïóñòèìûõ â çàäà÷å (29) âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}, αk = c∗ · xk, ñõîäèòñÿ ê α̂. Òàê êàê âåêòî-
ðû xk äîïóñòèìû â çàäà÷å (29), òî (b, αk) ∈ K. Ïîýòîìó òî÷êà (b, α̂)
ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ K. Â ñèëó çàìêíóòîñòè K (b, α̂) ∈ K.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ âåêòîð x̂ ∈ Rd òàêîé, ÷òî x̂ ≥ 0, Ax̂ ≥ b
è c∗ · x̂ ≤ α̂, íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãèì áûòü íå ìîæåò (èíà-
÷å çíà÷åíèå çàäà÷è (29) áûëî áû ìåíüøå α̂), ïîýòîìó x̂ � ðåøåíèå
(29).
Äëÿ çàäà÷è (31) íàäî ðàññìîòðåòü êîíóñ

K1 = { (z∗, α) ∈ (Rd)∗×R : ∃y∗ ∈ (Rn)∗, y∗ ≥ 0, y∗·b ≥ α, y∗A ≤ z∗ }.

Â îñòàëüíîì ñõåìà ðàññóæäåíèé îñòàåòñÿ òîé æå, êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ñëó÷àå. �
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Ëåêöèÿ 11

24. Òåîðåìà î äâîéñòâåííîñòè â çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Òåîðåìà 19 (äâîéñòâåííîñòè). Äëÿ çàäà÷ (29) è (31) ñïðàâåäëè-
âà ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà: ëèáî çíà÷åíèÿ ýòèõ çàäà÷ êîíå÷íû,
ðàâíû è â êàæäîé èç íèõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, ëèáî â îäíîé èç íèõ
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ ïóñòî, à â äðóãîé èëè ìíîæå-
ñòâî äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ ïóñòî, èëè åå çíà÷åíèå áåñêîíå÷íî.
Ïóñòü x̂ è ŷ∗ äîïóñòèìûå ýëåìåíòû â çàäà÷àõ (29) è (31). Òîãäà

îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòèõ çàäà÷ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(33) c∗ · x̂ = ŷ∗ · b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷, çàâèñÿùèõ îò y ∈
Rn

(34) c∗ · x → min, Ax ≥ y, x ≥ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåp S1 S-ôóíêöèþ ýòîãî ñåìåéñòâà

S1(y) = inf
x≥0, Ax≥y

c∗ · x.

Äîêàæåì, ÷òî epiS1 = K, ãäå êîíóñ K îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (32).
Ïóñòü (y, α) ∈ epiS1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S1(y) ≤ α. Åñëè S1(y) =
−∞, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ R (è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ α) ñóùåñòâóåò x ∈ Rd

òàêîé, ÷òî Ax ≥ y, x ≥ 0 è c∗ · x ≤ a. Ñëåäîâàòåëüíî, (y, α) ∈ K.
Åñëè S1(y) êîíå÷íî, òî ïî òåîðåìå 18 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è
(34), ò.å. òàêîé x̂ ∈ Rd, ÷òî x̂ ≥ 0, Ax̂ ≥ y è c∗·x̂ = S1(y) ≤ α. Çíà÷èò,
è â ýòîì ñëó÷àå (y, α) ∈ K. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî epiS1 ⊂ K.
Ïóñòü òåïåðü (y, α) ∈ K. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈

Rd, äëÿ êîòîðîãî x ≥ 0, Ax ≥ y è c∗ ·x ≤ α. Ñëåäîâàòåëüíî, S1(y) ≤
α, è çíà÷èò (y, α) ∈ epiS1.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî íàäãðàôèêîì ôóíêöèè S1 ÿâëÿåòñÿ êîíóñ K.

Â ñèëó òîãî, ÷òî K � âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ôóíêöèÿ
S1 � âûïóêëà è çàìêíóòà. Äëÿ S-ôóíêöèè çàäà÷è (30) èìååì

S(y) = S1(y + b).

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ S òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è çàìêíóòîé.
Åñëè S : Rn → R ∪ {+∞}, òî ïî òåîðåìå Ôåíõåëÿ�Ìîðî (òåîðå-

ìà 17) S(0) = S∗∗(0), à S∗∗(0) � çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (31).
Åñëè 0 ∈ domS, òî çíà÷åíèÿ çàäà÷ (29) è (31) êîíå÷íû, ðàâíû è ïî
òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ ó êàæäîé èç íèõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå. Åñëè
0 /∈ domS, òî S(0) = S∗∗(0) = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ â çàäà÷å (29) ïóñòî, à çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé
çàäà÷è áåñêîíå÷íî.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò y0 ∈ Rn, äëÿ êîòîðîãî S(y0) = −∞. Â ýòîì

ñëó÷àå S∗(y∗) ≡ +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, S∗∗(y) ≡ −∞. Ýòî îçíà÷àåò,
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÷òî çàäà÷à (31) íåñîâìåñòíà. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå S(y) = −∞ äëÿ âñåõ y ∈ domS (äîêàæèòå ýòî!).
Ïîýòîìó åñëè 0 ∈ domS, òî S(0) = −∞, ò.å. çíà÷åíèå çàäà÷è (29)
áåñêîíå÷íî, à åñëè 0 /∈ domS, òî S(0) = +∞, è ñëåäîâàòåëüíî,
çàäà÷à (29) íåñîâìåñòíà.
Ïóñòü x̂ è ŷ∗ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (29) è (31). Òîãäà ïî

äîêàçàííîìó âûøå (ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ êîíå÷íû) çíà÷åíèÿ çàäà÷
ñîâïàäàþò, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (33).
Ïóñòü x̂ è ŷ∗ äîïóñòèìû â çàäà÷àõ (29) è (31) è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (33). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìû â çàäà÷àõ (29) è (31)
âåêòîðîâ x è y∗ èìååì

c∗ · x ≥ (y∗A) · x = y∗ · (Ax) ≥ y∗ · b.
Ïîýòîìó äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x

c∗ · x ≥ ŷ∗ · b = c∗ · x̂.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (29). Èç àíàëîãè÷íûõ
ñîîòíîøåíèé

ŷ∗ · b = c∗ · x̂ ≥ y∗ · b
âûòåêàåò, ÷òî ŷ∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (31). �

25. Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàäà÷ ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå

äâîéñòâåííûå çàäà÷è

Ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â íîð-
ìàëüíîé ôîðìå (29). Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ôîðìû ýòîé çàäà÷è.
Ïóñòü c∗ ∈ (Rd)∗, A � ìàòðèöà ðàçìåðà n× d è b ∈ Rn. Çàäà÷ó

(35) c∗ · x → min, Ax ≥ b,

íàçûâàþò çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îáùåé ôîðìå.
Íàïîìíèì, ÷òî x ∈ Rd, à íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.
Çàäà÷ó

(36) c∗ · x → min, Ax = b, x ≥ 0,

íàçûâàþò çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå.
Çàäà÷è â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ ëåãêî ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó ïóòåì

ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è èçìåíåíèåì ìàòðèöû A.
Ïîêàæåì äëÿ ïðèìåðà ñâåäåíèå çàäà÷è â íîðìàëüíîé ôîðìå (29) ê
çàäà÷å â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (36). Ïîëîæèì x̃ = (xd+1, . . . , xd+n)

T .
Òîãäà çàäà÷à (29) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

c∗ · x → min, Ax− x̃ = b, x ≥ 0, x̃ ≥ 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: c∗ = (c∗, 0), x = (x, x̃)T , A = (A − I). Òåïåðü
çàäà÷à (29) çàïèøåòñÿ â âèäå

c∗ · x → min, Ax = b, x ≥ 0.



ÂÛÏÓÊËÛÉ ÀÍÀËÈÇ 41

Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ òðåõ ôîðìàõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ((29), (35) è (36)) îòûñêàíèå òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ìîæ-
íî çàìåíèòü íà îòûñêàíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè (ïðîñòîé çàìåíîé
âåêòîðà c∗ íà −c∗ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó èç ðàññìîòðåííûõ
âèäîâ).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ê çàäà÷àì (35) è (36) èõ íàäî

ñâåñòè ê çàäà÷å â íîðìàëüíîé ôîðìå (29), äâîéñòâåííàÿ ê êîòîðîé
óæå èçâåñòíà (31). Íà÷íåì ñ çàäà÷è (35). Ïðåäñòàâèì âåêòîð x â
âèäå ðàçíîñòè äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðîâ x̃ ∈ Rd

+ è x̂ ∈ Rd
+.

Òîãäà çàäà÷à (35) çàïèøåòñÿ â âèäå

c∗ · x̃− c∗ · x̂ → min, Ax̃− Ax̂ ≥ b, x̃ ≥ 0, x̂ ≥ 0.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ c∗ = (c∗,−c∗), x = (x̃, x̂)T , A = (A −A), ïåðåïè-
øåì ýòó çàäà÷ó â âèäå

c∗ · x → min, Ax ≥ b, x ≥ 0.

Äâîéñòâåííàÿ ê ýòîé çàäà÷å èìååò âèä (ñì. (31))

y∗ · b → max, y∗A ≤ c∗, y∗ ≥ 0.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå y∗A ≤ c∗ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî y∗A = c∗.
Òåì ñàìûì äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (35) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

(37) y∗ · b → max, y∗A = c∗, y∗ ≥ 0.

Ëåêöèÿ 12

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êàíî-
íè÷åñêîé ôîðìå (36). Åå ìîæíî çàïèñàòü òàê

c∗ · x → min, Ax ≥ b, Ax ≤ b, x ≥ 0.

Ïîëîæèâ

A =

(
A

−A

)
, b =

(
b

−b

)
,

ïåðåïèøåì ýòó çàäà÷ó â âèäå

c∗ · x → min, Ax ≥ b, x ≥ 0.

Òîãäà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

y∗ · b → max, y∗A ≤ c∗, y∗ ≥ 0.

Åñëè çàïèñàòü y∗ â âèäå y∗ = (ỹ∗, ŷ∗), òî ýòà çàäà÷à ïðèìåò âèä

(ỹ∗ − ŷ) · b → max, (ỹ∗ − ŷ∗)A ≤ c∗, ỹ∗ ≥ 0, ŷ ≥ 0.

Òàê êàê ëþáîé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðîâ, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à â îêîí÷àòåëüíîì
âèäå ïðèíèìàåò ôîðìó

(38) y∗ · b → max, y∗A ≤ c∗.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé è òåîðåìû 19 âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü x̂ è ŷ∗ äîïóñòèìûå ýëåìåíòû â çàäà÷àõ (36)
è (38). Òîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòèõ çàäà÷ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

(39) c∗ · x̂ = ŷ∗ · b.

26. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî
ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñìåøàííû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè

(40) c∗1 · x1 + c∗2 · x2 → min, A11x1 + A12x2 ≥ b1,

A21x1 + A22x2 = b2, x1 ≥ 0,

ãäå c∗j ∈ (Rdj)∗, j = 1, 2, xj ∈ Rdj , j = 1, 2, ìàòðèöû Akj èìåþò
ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðû nk × dj, k, j = 1, 2, à bk ∈ Rk, k = 1, 2.
Çàïèøåì âåêòîð x2 â âèäå x2 = x

(1)
2 − x

(2)
2 , ãäå x

(j)
2 ≥ 0, j = 1, 2.

Òîãäà çàäà÷à (40) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

c∗1 · x1 + c∗2 · x
(1)
2 − c∗2 · x

(2)
2 → min,

A11x1 + A12x
(1)
2 − A12x

(2)
2 ≥ b1,

A21x1 + A22x
(1)
2 − A22x

(2)
2 ≥ b2,

− A21x1 − A22x
(1)
2 + A22x

(2)
2 ≥ −b2,

x1 ≥ 0, x
(1)
2 ≥ 0, x

(2)
2 ≥ 0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

c∗ = (c∗1, c
∗
2,−c∗2), x = (x1, x

(1)
2 , x

(1)
2 )T , b = (b1, b2,−b2)

T ,

A =

 A11 A12 −A12

A21 A22 −A22

−A21 −A22 A22


Òåïåðü çàäà÷ó (40) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (29)

c∗ · x → min, Ax ≥ b, x ≥ 0.

Çàïèøåì äâîéñòâåííóþ ê íåé çàäà÷ó

y∗ · b → max, y∗A ≤ c∗, y∗ ≥ 0.
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Ïðåäñòàâèâ y∗ â âèäå y∗ = (y∗1, y
(1)∗
2 , y

(2)∗
2 ), ïîëó÷èì

y∗1 · b1 + y
(1)∗
2 · b2 − y

(2)∗
2 · b2 → max,

y∗1A11 + y
(1)∗
2 A21 − y

(2)∗
2 A21 ≤ c∗1,

y∗1A12 + y
(1)∗
2 A22 − y

(2)∗
2 A22 ≤ c∗2,

− y∗1A12 − y
(1)∗
2 A22 + y

(2)∗
2 A22 ≤ −c∗2,

y∗1 ≥ 0, y
(1)∗
2 ≥ 0, y

(2)∗
2 ≥ 0.

Ïîëîæèâ y∗2 = y
(1)∗
2 − y

(2)∗
2 , ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å, äâîéñòâåííîé

(40)

(41) y∗1 · b1 + y∗2 · b2 → max, y1 ∗ A11 + y∗2A21 ≤ c1,

y1 ∗ A12 + y∗2A22 = c2, y∗1 ≥ 0.

Èç òåîðåìû 19 âûòåêàåò

Òåîðåìà 20. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (40) èìåëà ðåøåíèå, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (41) èìåëà ðåøå-
íèå. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ çàäà÷ (40) è (41) ñîâïàäàþò.

27. Êðàéíèå òî÷êè â çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Òî÷êà x ∈ A
íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè èç òîãî, ÷òî x =
(1− α)x1 + αx2 ïðè íåêîòîðûõ α ∈ (0, 1) è x1, x2 ∈ A âûòåêàåò, ÷òî
x1 = x2. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
íèêàêîãî îòðåçêà ñ êîíöàìè, ïðèíàäëåæàùèìè A.
Ìíîæåñòâî â Rd, îáðàçîâàííîå ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïî-

ëóïðîñòðàíñòâ, íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðîì. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ òî÷åê â çàäà÷å (35) (êàê è â ëþáîé äðóãîé çàäà÷å ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê îíè ðàâíîñèëüíû) ÿâëÿåòñÿ ïîëè-
ýäðîì. Êðàéíèå òî÷êè ïîëèýäðà íàçûâàþòñÿ åãî âåðøèíàìè. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ìèíèìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè, åñëè îí êîíå÷åí, äîñòè-
ãàåòñÿ â âåðøèíàõ ïîëèýäðà.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ íàäî ïåðåáðàòü âñå âåðøèíû è âûáðàòü òó, çíà÷åíèå â êîòîðîé
ìèíèìèçèðóåìîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ìèíèìàëüíî. Îäíàêî â ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷àõ ÷èñëî âåðøèí ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøèì. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à �öåëåñîîáðàçíîãî� ïåðåáîðà. Îäíà èç
òàêèõ ïðîöåäóð è íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êà-

íîíè÷åñêîé ôîðìå (äëÿ óäîáñòâà ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ìàêñèìè-
çàöèè)

(42) c∗ · x → max, Ax = b, x ≥ 0.
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Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü c∗ ∈ (Rd)∗, A � ìàòðèöà ðàçìåðà n × d è
b ∈ Rn.
Äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ê (42) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à (ñì. (38))

(43) y∗ · b → min, y∗A ≥ c∗.

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïóñòü âåêòîð x = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)
T ∈ Rd,

x1, . . . , xk > 0, � äîïóñòèìûé â çàäà÷å (42). Òîãäà x ÿâëÿåòñÿ
êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ â (42) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñòîëáöû a1, . . . , ak ìàòðèöû A ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x� êðàéíÿÿ òî÷êà. Äîêàæåì, ÷òî ñòîëáöû
a1, . . . , ak ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå. Åñëè ñòîëáöû a1, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìû, òî íàéäóòñÿ íå âñå
ðàâíûå íóëþ λ1, . . . , λk òàêèå, ÷òî

k∑
j=1

λja
j = 0.

Òåì ñàìûì Aλ = 0 äëÿ âåêòîðà λ = (λ1, . . . , λk, 0, . . . , 0)
T ∈ Rd. Òî-

ãäà òî÷êà x+ tλ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ âñåõ t äîñòàòî÷íî áëèç-
êèõ ê íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé. Ïî-
ëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû a1, . . . , ak ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.
Ïóñòü òåïåðü ñòîëáöû a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêàæåì

òîãäà, ÷òî äîïóñòèìàÿ òî÷êà x � êðàéíÿÿ òî÷êà. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äîïóñòèìûå òî÷êè y è z,
y ̸= z, è ÷èñëî t ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî x = (1 − t)y + tz. Èç ýòîãî
ðàâåíñòâà è òîãî, ÷òî x = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)

T , à y, z ≥ 0, âûòåêàåò,
÷òî y = (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0)

T , z = (z1, . . . , zk, 0, . . . , 0)
T . Â ñèëó òîãî,

÷òî Ay = b è Az = b, ïîëó÷àåì A(y − z) = b. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
k∑

j=1

(yj − zj)a
j = 0.

Òåì ñàìûì ñòîëáöû a1, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå. �

Ëåêöèÿ 13

Òàê êàê ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ íå ìîæåò ïðåâû-
øàòü ÷èñëà ñòðîê ìàòðèöû, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 17 ñëåäóåò, ÷òî
êðàéíÿÿ òî÷êà ñîäåðæèò íå áîëåå n ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò.
Çàäà÷à (42) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ëþáàÿ êðàéíÿÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ñîäåðæèò ðîâíî n ïîëîæè-
òåëüíûõ êîîðäèíàò. Åñëè b = 0, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî x = 0
� êðàéíÿÿ òî÷êà. Ïîýòîìó â íåâûðîæäåííîé çàäà÷å b ̸= 0.
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Ïðåäëîæåíèå 18. Ïóñòü (42) � íåâûðîæäåííàÿ çàäà÷à è x =
(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)

T ∈ Rd, x1, . . . , xk > 0, � äîïóñòèìàÿ òî÷êà â
ýòîé çàäà÷å. Òîãäà

a) k ≥ n,
b) òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ

ýëåìåíòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k < n. Òîãäà èç òåîðå-
ìû 3 ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ s ≤ k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëá-
öîâ aj1 , . . . , ajs ìàòðèöû A è òàêèå β1, . . . , βs > 0, ÷òî ýëåìåíò
y = (y1, . . . , yd), â êîòîðîì

yj =

{
βs, j = js.

0, j /∈ {j1, . . . , js},

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Èç ïðåäëîæåíèÿ 17 âûòåêàåò, ÷òî y � êðàé-
íÿÿ òî÷êà, íî îíà ñîäåðæèò s ≤ k < n ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåâûðîæäåííîñòè çàäà÷è (42).

b). Åñëè x = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)
T � êðàéíÿÿ òî÷êà, òî ïî îïðå-

äåëåíèþ íåâûðîæäåííîé çàäà÷è k = n.
Ïóñòü k = n. Åñëè ñòîëáöû a1, . . . , an ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñè-

ìû, òî èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ êðàéíÿÿ òî÷êà ñ p < n
÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåâûðîæäåí-
íîñòè çàäà÷è (42). Ïîýòîìó ñòîëáöû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 17 ñëåäóåò, ÷òî x � êðàéíÿÿ òî÷êà. �

28. Ñèìïëåêñ-ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïðèâåäåì ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ñèìïëåêñ-ìåòîäó. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü íåâûðîæäåííóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (42).
Ïóñòü äàíà êðàéíÿÿ òî÷êà x = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0), xj > 0,

j = 1, . . . , n (äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ñõåìû ðåøåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëî-
æèòåëüíûå êîîðäèíàòû ñòîÿò ïåðâûìè). Îäèí èç ìåòîäîâ íàõîæäå-
íèÿ íà÷àëüíîé êðàéíåé òî÷êè áóäåò îïèñàí íèæå. Âåêòîð x ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå x = (xb, x̃)

T , ãäå xb = (x1, . . . , xn)
T , xb > 0, à

x̃ = (0, . . . , 0)T ∈ Rd−n. Àíàëîãè÷íî ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå A = (Ab Ã), ãäå ìàòðèöà Ab ñîñòîèò èç ñòîëáöîâ a1, . . . , an.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 17 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà Ab íåâûðîæäåííàÿ.
Ïîñòðîèì ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó äëÿ ýòîé êðàéíåé òî÷êè (ñì.

ðèñ. 2).
Ñäåëàåì ðÿä ïîÿñíåíèé ê ýòîé òàáëèöå. Â ïåðâîì ñòîëáöå, íà-

÷èíàÿ ñ òðåòüåé ñòðîêè ïî n + 2 îáîçíà÷åíû áàçèñíûå âåêòîðû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûì êîîðäèíàòàì êðàéíåé òî÷êè (â
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c∗ c1 . . . cn cn+1 . . . ck0 . . . cd t

áàçèñ b (xb) a1 . . . an an+1 . . . ak0 . . . ad

a1 c1 x1 1 . . . 0 x1,n+1 . . . x1k0 . . . x1d t1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj0 cj0 xj0 0 . . . 0 xj0,n+1 . . . xj0k0 . . . xj0d tj0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an cn xn 0 . . . 1 xn,n+1 . . . xnk0 . . . xnd tn

z c∗b · xb c1 . . . cn c∗b · xn+1 . . . c∗b · xk0 . . . c∗b · xd

∆ 0 . . . 0 ∆n+1 . . . ∆k0 . . . ∆d

Ðèñ. 2. Ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà

íàøåì ñëó÷àå ýòî a1, . . . , an). Âî âòîðîì ñòîëáöå íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìåñòàõ ñòîÿò çíà÷åíèÿ cj âåêòîðà c∗ ñ òåìè æå íîìåðàìè, ÷òî
è ñòîëáöû aj.
Ïîñëåäíèé ñòîëáåö çàïîëíÿåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñèìïëåêñíîé

òàáëèöû.
Â ïåðâîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà, ñòîÿò ýëåìåí-

òû c1, . . . , cd. Âòîðàÿ ñòðîêà, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî ñòîëáöà, � âåêòî-
ðû b, a1, . . . , ad. Ïîä íèìè � ðàçëîæåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ïî áàçèñó
a1, . . . , an. ßñíî, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî Ax = b,

b =
n∑

j=1

ajxj.

Òåì ñàìûì ðàçëîæåíèåì âåêòîðà b ÿâëÿåòñÿ âåêòîð xb íåíóëåâûõ
êîîðäèíàò êðàéíåé òî÷êè x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû ak, k =
1, . . . , d, èìåþò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó a1, . . . , an

ak =
n∑

j=1

ajxjk.

Òàêèì îáðàçîì, ak = Abx
k, è ñëåäîâàòåëüíî, A = AbX, ãäå

X =

x11 . . . x1d

. . . . . . . . . . . . .

xn1 . . . xnd


� ìàòðèöà ðàçëîæåíèé âåêòîðîâ a1, . . . , ad ïî áàçèñó a1, . . . , an, à
xk � ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû. Òîãäà X = A−1

b A. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
k = 1, . . . , n ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ ak òðèâèàëüíû: ak = ak. Ïîýòîìó
ìàòðèöà X íà ñàìîì äåëå èìååò âèä

X =

1 . . . 0 x1,n+1 . . . x1d

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 xn,n+1 . . . xnd

 .
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Ïîëîæèì c∗b = (c1, . . . , cn). Â ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêå z â ñòîëáöå
ïîä âåêòîðîì xb çàïèøåì z0 = c∗b ·xb. Òîãäà z0 � çíà÷åíèå ôóíêöèî-
íàëà â íà÷àëüíîé êðàéíåé òî÷êå x. Ïîä âåêòîðàìè ak, k = 1, . . . , d,
çàïèøåì zk = c∗b · xk, òî åñòü

z = (z1, . . . , zd) = c∗bX.

Î÷åâèäíî, ÷òî zk = ck ïðè k = 1, . . . , n.
Â ïîñëåäíåé ñòðîêå ∆, íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà, çàïèñûâà-

åòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêè è ýëåìåí-
òàìè ïåðâîé ñòðîêè: ∆ = z − c∗.
Äàëåå ñëåäóåò èññëåäîâàòü ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó.

Ïðåäëîæåíèå 19. Åñëè ∆ ≥ 0, òî âåêòîð x � ðåøåíèå çàäà÷è
(42), à âåêòîð y∗ = c∗bA

−1
b � ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ∆ ≥ 0 îçíà÷àåò, ÷òî z ≥ c∗. Òåì ñà-
ìûì c∗bX ≥ c∗. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå c∗b ÷åðåç y∗, ïîëó÷àåì, ÷òî
y∗AbX ≥ c∗. Ñëåäîâàòåëüíî, y∗A ≥ c∗. Òàêèì îáðàçîì, y∗ � äîïó-
ñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (43). Êðîìå òîãî,

c∗ · x = c∗b · xb = y∗Ab · xb = y∗ · Abxb = y∗ · b.
Èç ñëåäñòâèÿ 6 (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàìåíàìè ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ ñ ìèíèìóìà íà ìàêñèìóì è íàîáîðîò) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå
ïðåäëîæåíèÿ. �
Ïðåäëîæåíèå 20. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∆k < 0 è xk ≤ 0, òî
çíà÷åíèå çàäà÷è (42) ðàâíî +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

x(t) = x− t


xk

0
...

0

+ tek

(e1, . . . , ed � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Rd). Â ñèëó òîãî, ÷òî xk ≤ 0,
x(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ≥ 0. Êðîìå òîãî,

Ax(t) = Ax− tAbx
k + tAek = b− tak + tak = b.

Çíà÷èò, x(t) � äîïóñòèìûé ýëåìåíò ïðè âñåõ t ≥ 0. Ïðè ýòîì

c∗ · x(t) = c∗b · xb − tc∗b · xk + tc∗k = c∗b · xb − t∆k.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî c∗ · x(t) → +∞ ïðè t → +∞. �
Ïóñòü â ñòðîêå ∆ èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñòîëáöû xk ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî

min
k

∆k = ∆k0 ,
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ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ èìåííî ïî òåì ñòîëáöàì, êîòîðûå îáëàäàþò
óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî n+1 ≤ k0 ≤ d. Ñòîëáåö,
ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñó k0, íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì ñòîëáöîì
(åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ k, òî âûáè-
ðàåì ëþáîé èç òàêèõ ñòîëáöîâ). Äëÿ òåõ j, ïðè êîòîðûõ xjk0 > 0,
ïîëîæèì

tj =
xj

xjk0

.

Ýòè çíà÷åíèÿ ñòàâèì ñîîòâåòñòâåííî â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ñèì-
ïëåêñíîé òàáëèöû. Ïóñòü

tj0 = min
j

tj.

Ñòðîêà âåêòîðà aj0 íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùåé. Ýëåìåíò xj0k0 íàçû-
âàåòñÿ ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì ñèìïëåêñíîé òàáëèöû.
Äàëåå íåîáõîäèìî èç ÷èñëà áàçèñíûõ âåêòîðîâ èñêëþ÷èòü âåêòîð

aj0 , âìåñòî íåãî âçÿòü ak0 .

Òåîðåìà 21. Åñëè íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèé 19 è 20,
òî òî÷êà x′ ñ íîâûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè

a1, . . . , aj0−1, ak0 , aj0+1, . . . , an

ÿâëÿåòñÿ íîâîé êðàéíåé òî÷êîé, à çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïðè
ýòîì âîçðàñòàåò íà âåëè÷èíó −tj0∆k0. Íîâàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëè-
öà (äëÿ íîâîé êðàéíåé òî÷êè) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èç ñòàðîé
ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

(44)

x′
j =


xj −

xj0xjk0

xj0k0

, 1 ≤ j ≤ n,

xj0

xj0k0

, j = k0,

x′
jk =


xjk −

xj0kxjk0

xj0k0

, j ̸= j0, 1 ≤ j ≤ n,

xj0k

xj0k0

, j = k0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

x′ = x− tj0


xk0

0
...

0

+ tj0ek0 .

Äîêàæåì, ÷òî âåêòîð x′ ÿâëÿåòñÿ íîâîé êðàéíåé òî÷êîé. Ïîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì âåêòîðîì. Èìååì

Ax′ = Ax− tj0Abx
k0 + tj0Aek0 = b− tj0a

k0 + tj0a
k0 = b.
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Êðîìå òîãî, ïðè j = 1, . . . , n

x′
j = xj − tj0xjk0 = xj −

xj0

xj0k0

xjk0 ≥ 0.

Ïðè ýòîì x′
j0
= 0. Äëÿ n+ 1 ≤ j ≤ d, j ̸= k0, ïîëó÷àåì x′

j = 0, à

x′
k0

= tj0 =
xj0

xj0k0

> 0.

Ïî ïîñòðîåíèþ ó âåêòîðà x′ ïî ñðàâíåíèþ ñ âåêòîðîì x äîáàâèëàñü
îäíà ïîëîæèòåëüíàÿ êîîðäèíàòà k0, à êîîðäèíàòà j0 îáðàòèëàñü â
íîëü. Ïîñêîëüêó ïî ïðåäëîæåíèþ 18 ó äîïóñòèìîé òî÷êè íå ìåíåå n
ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò, òî â íîëü îáðàòèëàñü òîëüêî êîîðäèíà-
òà j0. Òàêèì îáðàçîì, ó òî÷êè x′ ðîâíî n ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò,
è èç òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ 18 ñëåäóåò, ÷òî x′ � êðàéíÿÿ òî÷êà.
Äëÿ íîâîé êðàéíåé òî÷êè èìååì

c∗ · x′ = c∗ · x− tj0c
∗
b · xk0 + tj0c

∗ · ek0 = c∗ · x− tj0zk0 + tj0ck0
= c∗ · x− tj0∆k0 .

Òåì ñàìûì
c∗ · x′ − c∗ · x = −tj0∆k0 .

Âû÷èñëèì òåïåðü êîîðäèíàòû x′
jk ðàçëîæåíèÿ ñòîëáöîâ ak ìàò-

ðèöû A ïî áàçèñó a1, . . . , aj0−1, ak0 , aj0+1, . . . , an. Â ñòàðîì áàçèñå ìû
èìåëè ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ

(45) ak =
n∑

j=1

ajxjk =
n∑

j=1
j ̸=j0

ajxjk + aj0xj0k, k = 1, . . . , d.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = k0

ak0 =
n∑

j=1
j ̸=j0

ajxjk0 + aj0xj0k0 .

Ïîñêîëüêó xj0k0 ̸= 0, òî âûðàçèì aj0 èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

aj0 = −
n∑

j=1
j ̸=j0

aj
xjk0

xj0k0

+
ak0

xj0k0

è ïîäñòàâèì â (45). Èìååì

ak =
n∑

j=1
j ̸=j0

ajxjk +

(
−

n∑
j=1
j ̸=j0

aj
xjk0

xj0k0

+
ak0

xj0k0

)
xj0k

=
n∑

j=1
j ̸=j0

aj
(
xjk −

xjk0xj0k

xj0k0

)
+ ak0

xj0k

xj0k0

, k = 1, . . . , d.
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Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó a1, . . . , aj0−1, ak0 , aj0+1, . . . , an. Ïðè
ýòîì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîîòíîøåíèÿì
(44). �
Çàòåì íîâàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà âíîâü èññëåäóåòñÿ, è òàê äà-

ëåå, ïîêà íå ïðèäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýëåìåíòîâ òàáëèöû, ëåæàùèõ ïîä âåêòîðàìè b, a1, . . . , ad, è íå ëåæà-
ùèìè â ðàçðåøàþùåé ñòðîêå, íàçûâàþòñÿ ïðàâèëîì ïðÿìîóãîëü-
íèêà � ýëåìåíòû, ó÷àñòâóþùèå â ýòèõ ôîðìóëàõ, ñòîÿò â âåðøèíàõ
ïðÿìîóãîëüíèêà â ñèìïëåêñíîé òàáëèöå.

Ëåêöèÿ 14

29. Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà äëÿ íàõîæäåíèÿ
íà÷àëüíîé êðàéíåé òî÷êè

Áóäåì ñíîâà ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

(46) c∗ · x → max, Ax = b, x ≥ 0,

ãäå c∗ ∈ (Rd)∗, A � ìàòðèöà ðàçìåðà n×d è b ∈ Rn. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b ≥ 0. Åñëè ýòî íå òàê, íàïðèìåð
bj < 0, òî óìíîæèì îáå ÷àñòè j-ãî óðàâíåíèÿ íà −1.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, äîáàâëÿÿ èñêóññòâåííûå

ïåðåìåííûå x̃ = (xd+1, . . . , xd+n)
T è åäèíè÷íóþ ìàòðèöó I.

(47) −
n∑

j=1

xd+j → max, Ax+ Ix̃ = b, x ≥ 0, x̃ ≥ 0.

Òî÷êà x̂ = (0, . . . , 0, b1, . . . , bn)
T ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å

(47). Êðîìå òîãî, çíà÷åíèå çàäà÷è êîíå÷íî. Èç òåîðåìû 19 âûòå-
êàåò, ÷òî ðåøåíèå â ýòîé çàäà÷å ñóùåñòâóåò.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 17 âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé äëÿ

çàäà÷è (47). Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Ïðè ýòîì
ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.
1. Ðåøåíèå çàäà÷è (47) ñîäåðæèò íåíóëåâûå èñêóññòâåííûå ïå-

ðåìåííûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èñõîäíîé çàäà÷å (46) íåò äîïóñòè-
ìûõ ýëåìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íå âñå èñêóññòâåííûå ïåðå-
ìåííûå íóëåâûå, òî çíà÷åíèå çàäà÷è (47) îòðèöàòåëüíîå, à åñëè ñó-
ùåñòâóåò äîïóñòèìûé âåêòîð (x0

1, . . . , x
0
d)

T â çàäà÷å (46), òî âåêòîð
(x0

1, . . . , x
0
d, 0, . . . , 0)

T ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å (47), à çíà÷åíèå
ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà íà íåì ðàâíî íóëþ.
2. Ðåøåíèå çàäà÷è (47) íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ èñêóññòâåííûõ

ïåðåìåííûõ è ñðåäè áàçèñíûõ âåêòîðîâ íåò âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è
(47) èìååò âèä (x̂1, . . . , x̂d, 0, . . . , 0)

T , à òî÷êà (x̂1, . . . , x̂d)
T , â êîòîðîé

êîîðäèíàòû, íå ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì, ðàâíû íóëþ, ÿâëÿåòñÿ
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êðàéíåé äëÿ çàäà÷è (46), òàê êàê ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñ-
íûì êîîðäèíàòàì áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ñì. ïðåäëîæåíèå 17).
Äàëåå, âçÿâ â êà÷åñòâå ïåðâîíà÷àëüíîé êðàéíåé òî÷êè òî÷êó

(x̂1, . . . , x̂d)
T , ìîæíî ïðèñòóïàòü êî âòîðîìó ýòàïó - ðåøåíèþ çà-

äà÷è (46) ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì
äâóõýòàïíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (46).

Ïðèìåð 29.1. Ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî áàçèñà íàéòè íà÷àëüíóþ
êðàéíþþ òî÷êó äëÿ çàäà÷è

x1 + 2x2 + 3x3 − 4x4 → max, xj ≥ 0, j = 1, . . . , 4,

x1 + x2 − x3 + x4 = 2,

x1 + 14x2 + 10x3 − 10x4 = 24.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, äîáàâëÿÿ èñêóññòâåííûå
ïåðåìåííûå x5 è x6:

−x5 − x6 → max, xj ≥ 0, j = 1, . . . , 6,

x1 + x2 − x3 + x4 + x5 = 2,

x1 + 14x2 + 10x3 − 10x4 + x6 = 24.

Èñõîäíàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà x = (0, 0, 0, 0, 2, 24)T . Áàçèñíûå âåêòîðû

a5 = (1, 0)T , a6 = (0, 1)T .

Ñîñòàâèì ïåðâóþ ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷è (ðèñ. 3).

c∗ 0 0 0 0 −1 −1 t

áàçèñ xb a1 a2 a3 a4 a5 a6

a5 −1 2 1 1 −1 1 1 0 2

a6 −1 24 1 14 10 −10 0 1
12

7

z −26 −2 −15 −9 9 −1 −1

∆ −2 −15 −9 9 0 0

Ðèñ. 3

Ðàçðåøàþùèì ñòîëáöîì ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö a2, ðàçðåøàþùàÿ
ñòðîêà a6. Çàìåíÿåì â áàçèñå âåêòîð a6 íà âåêòîð a2 è äëÿ íîâîãî
áàçèñà ñòðîèì âòîðóþ ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó (ðèñ. 4).
Òåïåðü çàìåíÿåì âåêòîð a5 íà âåêòîð a4 è ñòðîèì òðåòüþ ñèì-

ïëåêñíóþ òàáëèöó (ðèñ. 5).
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c∗ 0 0 0 0 −1 −1 t

áàçèñ xb a1 a2 a3 a4 a5 a6

a5 −1
2

7

13

14
0 −12

7

12

7
1 − 1

14

1

6

a2 0
12

7

1

14
1

5

7
−5

7
0

1

14

z −2

7
−13

14
0

12

7
−12

7
−1

1

14

∆ −13

14
0

12

7
−12

7
0

15

14

Ðèñ. 4

c∗ 0 0 0 0 −1 −1 t

áàçèñ xb a1 a2 a3 a4 a5 a6

a4 0
1

6

13

24
0 −1 1

7

12
− 1

24

a2 0
11

6

11

24
1 0 0

5

12

1

24

z 0 0 0 0 0 0 0

∆ 0 0 0 0 1 1

Ðèñ. 5

Òàê êàê ∆ ≥ 0, òî òî÷êà(
0,

11

6
, 0,

1

6
, 0, 0

)T

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì ñðåäè áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ íåò âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêóññòâåííûì ïåðå-
ìåííûì. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé êðàéíåé òî÷êè â
èñõîäíîé çàäà÷å ìîæíî âçÿòü òî÷êó

x =

(
0,

11

6
, 0,

1

6
,

)T

.

30. Ïðèìåðû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà.
Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò d âèäîâ ïðîäóêöèè, ïîòðåáëÿÿ ïðè ýòîì
n âèäîâ ñûðüÿ. Äëÿ âûïóñêà åäèíèöû k-ãî âèäà ïðîäóêöèè, k =
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1, . . . , d, çàòðà÷èâàåòñÿ akj åäèíèö j-ãî ñûðüÿ, j = 1, . . . , n. Ñóììàð-
íûé îáúåì j-ãî âèäà ñûðüÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïðåä-
ïðèÿòèÿ ðàâåí bj. Ïðèáûëü ñ ïðîèçâîäñòâà k-ãî âèäà ïðîäóêöèè
ðàâíà rk ðóáëåé. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàê-
ñèìàëüíóþ ïðèáûëü ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàñõîä ñûðüÿ íå ïðåâûñèò
òîò, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïðåäïðèÿòèÿ. Ïóñòü xk �
ïðîèçâåäåííûé îáúåì k-ãî âèäà ïðîäóêöèè. Òîãäà îáùàÿ ïðèáûëü
ðàâíà

r · x =
d∑

k=1

rkxk, r = (r1, . . . , rd), x = (x1, . . . , xd)
T .

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

r · x → max,
d∑

k=1

akjxk ≤ bj, j = 1, . . . , n, x ≥ 0.

Ýòà çàäà÷à î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå (29).
2. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Èìååòñÿ n êàðüåðîâ ñ ïåñêîì è m ïî-

òðåáèòåëåé, êîòîðûõ íàäî îáåñïå÷èòü ïåñêîì. Ñ k-ãî êàðüåðà ìîæíî
óâåçòè ak òîíí ïåñêà â ñóòêè, à j-ìó ïîòðåáèòåëþ íóæíî bj òîíí ïåñ-
êà â ñóòêè. Ïðè ýòîì ïåðåâîçêà îäíîé òîííû ïåñêà ñ k-ãî êàðüåðà j-
ìó ïîòðåáèòåëþ îáõîäèòñÿ â ckj ðóáëåé. Òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü âñåõ
ïîòðåáèòåëåé, çàòðàòèâ ïðè ýòîì íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñóììó
äåíåã. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç xkj êîëè÷åñòâî ïåñêà, âçÿòîãî ñ k-ãî êàðüåðà
äëÿ ïåðåâîçêè j-ìó ïîòðåáèòåëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

(48)
n∑

k=1

m∑
j=1

ckjxkj → min,
m∑
j=1

xkj = ak, k = 1, . . . , n,

n∑
k=1

xkj = bj, j = 1, . . . ,m, xkj ≥ 0, k = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
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Ïîëîæèì

c∗ = (c11, c12, . . . , c1m, . . . , cn1, cn2, . . . , cnm),

x = (x11, x12, . . . , x1m, . . . , xn1, xn2, . . . , xnm)
T ,

A =



1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 1 1 . . . 1

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 . . . 1 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 0 . . . 1 . . . 0 0 . . . 1


,

b = (a1, a2. . . . , an, b1, b2, . . . , bm)
T .

Òîãäà çàäà÷à (48) çàïèøåòñÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

c∗ · x → min, Ax = b, x ≥ 0.

3. Çàäà÷à íà ìèíèìàêñ.Ïóñòü c∗1, . . . , c
∗
k ∈ (Rd)∗, β1, . . . , βk ∈ R,

A � ìàòðèöà ðàçìåðà n× d, b ∈ Rn è

f(x) = max{c∗1 · x− β1, . . . , c
∗
k · x− βk}, x ∈ Rd.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(49) f(x) → min, Ax = b, x ≥ 0.

Ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è ïîýòîìó çàäà÷à (49) íå ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî åå ëåãêî ñâåñòè ê òàêî-
âîé, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (49)
ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

(50) xd+1 → min, c∗j ·x−βj ≤ xd+1, j = 1, . . . , k, Ax = b, x ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x̂ = (x̂1, . . . , x̂d)
T � ðåøåíèå çàäà÷è (49).

Òîãäà (x̂1, . . . , x̂d, f(x̂))
T � ðåøåíèå çàäà÷è (50), òàê êàê åñëè ïðåä-

ïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî ñóùåñòâîâàë áû âåêòîð x̃, äîïóñòèìûé â
çàäà÷å (49), äëÿ êîòîðîãî f(x̃) < f(x̂), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-
æåíèþ î òîì, ÷òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (49).
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî (x̂1, . . . , x̂d, x̂d+1)

T � ðåøåíèå çàäà÷è
(50), òî âåêòîð x̂ = (x̂1, . . . , x̂d)

T � äîïóñòèìûé â çàäà÷å (49). Åñ-
ëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, òî íàéäåòñÿ äîïóñòèìûé
â íåé âåêòîð x̃ = (x̃1, . . . , x̃d)

T , äëÿ êîòîðîãî f(x̃) < f(x̂) ≤ x̂d+1.
Òîãäà âåêòîð (x̃1, . . . , x̃d, x̃d+1)

T , ãäå x̃d+1 = f(x̃), ÿâëÿåòñÿ äîïó-
ñòèìûì â çàäà÷å (50), à äëÿ íåãî x̃d+1 < x̂d+1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ îá ýêñòðåìàëüíîñòè âåêòîðà (x̂1, . . . , x̂d, x̂d+1)

T .
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Âîïðîñû ê ýêçàìåíó

1. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà. Àôôèííîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî. Àôôèííàÿ îáîëî÷êà. Ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà.

2. Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè. Òåîðåìà î âûïóêëîé îáîëî÷êè êîìïàê-
òà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà. Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè äëÿ êîíè÷åñêîé
îáîëî÷êè.

4. Òåîðåìà Ðàäîíà.
5. Òåîðåìà Õåëëè.
6. Òåîðåìû îòäåëèìîñòè â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâå.
7. Âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå
8. Àôôèííàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ñèìïëåêñû
9. Îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü. Ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè â

êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå
10. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè.
11. Òåîðåìà Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà.
12. Ñóáäèôôåðåíöèàë. Ñóáäèôôåðåíöèàë íîðìû.
13. Ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå.
14. Ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Òåîðåìà Ìîðî�Ðîêàôåë-

ëàðà.
15. Òåîðåìà Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà.
16. Ñóáäèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà òåîðåìû Êàðóøà�Êóíà�Òàê-

êåðà.
17. Äâîéñòâåííîå îïèñàíèå âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
18. Òåîðåìà î ïîòî÷å÷íîé âåðõíåé ãðàíè àôôèííûõ ôóíêöèé.
19. Ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ. Òåîðåìà Ôåíõåëÿ�Ìîðî.
20. Äâîéñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Çàäà÷à ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå è äâîéñòâåííàÿ ê
íåé.

21. Òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êîíå÷íîïîðîæäåííîãî êîíóñà.
22. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ.
23. Òåîðåìà î äâîéñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ.
24. Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñî-

îòâåòñòâóþùèå äâîéñòâåííûå çàäà÷è.
25. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñìåøàííûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè
26. Êðàéíèå òî÷êè â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
27. Ñèìïëåêñ-ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Ñëó÷àé ∆ ≥ 0 è ñëó÷àé ∆k < 0, xk ≤ 0.
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28. Ñèìïëåêñ-ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (îñíîâíàÿ òåîðåìà).

29. Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà äëÿ íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíîé
êðàéíåé òî÷êè.

30. Ïðèìåðû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà è òðàíñïîðòíàÿ çàäà-
÷à.

31. Çàäà÷à íà ìèíèìàêñ.


