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в теорию управления системами с распределенны-
ми параметрами. — 288 c. Книга посвящена основным
разделам теории управления системами с распределенны-
ми параметрами. Решаются задачи (управляемость, наблю-
даемость и оптимальность) для линейных параболических
и гиперболических систем. Рассмотрены также смешанные
системы, описываемые совокупностью уравнений в обык-
новенных и частных производных. Задачи оптимального
управления исследуются с помощью принципа максимума,
динамического программирования и моментных соотноше-
ний. Анализируется проблема конечномерной аппроксима-
ции. Приведены конкретные примеры.

Книга предназначена аспирантам, научным работни-
кам и может быть использована как учебное пособие сту-
дентами при изучении теории управления системами с рас-
пределенными параметрами.
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Предисловие

Теория управления системами с распределенными па-
раметрами в последние годы обогатилась новыми идеями и
новыми результатами. Год от года публикуется все больше
работ по различным ее разделам. Однако многие важные
вопросы теории недостаточно полно разработаны даже для
линейных систем. К ним прежде всего относятся вопросы
управляемости, наблюдаемости и оптимальности. Их ана-
лизу посвящена эта книга. Рассматриваются различные за-
дачи для уравнений теплопроводности и колебаний упру-
гого стержня и балки. Анализируются разнообразные при-
меры.

Часть материала этой книги А.И. Егоров использовал
при чтении лекций по курсу «Теория управления система-
ми с распределенными параметрами» для студентов фа-
культета управления и прикладной математики Москов-
ского физико-технического института (государственного
университета) и искренне признателен декану факультета,
проф. А.А. Шананину, заведующему кафедрой математи-
ческих основ управления, доценту С.А. Гузу и доценту той
же кафедры О.С. Федько за внимание и поддержку.

А.И. Егоров,
Л.Н. Знаменская

8



Введение

Несмотря на обилие научных публикаций по теории
управления системами с распределенными параметрами ос-
таются не решенными или недостаточно полно исследо-
ванными многие вопросы основ этой теории. К ним от-
носятся различные задачи теории управления линейными
системами, вопросы приближенного решения ряда линей-
но-квадратичных задач оптимального управления. В этой
книге сделана попытка ответить на некоторые из этих во-
просов.

Задачи управления системами с распределенными па-
раметрами (СРП) имеют давнюю историю. Ими начали за-
ниматься практически с самого зарождения науки под на-
званием теория управления. Все это происходило потому,
что такие задачи ставила перед учеными практика. Одна
из ранних задач описана в учебнике по теории автоматиче-
ского регулирования еще в середине прошлого века1. Она
посвящена автоматическому регулированию подачи газа из
трубы к потребителю. Приведена математическая форму-
лировка задачи и ее анализ. Задачи подобного типа пред-
ставляют значительный интерес и в других отраслях инже-
нерной практики (см., например, [3], [6], [8], [11], [16], [23],
[24], [25], [56], [164], [216], [218], [221], [321]). Представля-
ют также большой интерес различные задачи управления
взаимодействующими процессами с распределенными па-
раметрами. Таковыми являются, например, сушка влаж-
ных материалов [164] и процессы в ядерных реакторах
(см., например, [44]).

Основные математические задачи теории управления
относятся к трем большим проблемам. Это проблемы управ-
ляемости, наблюдаемости и оптимальности.

Каждая из этих проблем для СРП более многообразна,
чем аналогичная проблема для систем с сосредоточенными
параметрами (ССП). Это многообразие задач прежде всего
определяется различными типами уравнений, описываю-
щих процесс (уравнения параболического, гиперболическо-
го или эллиптического типа). Например, гиперболическое

1Попов Е. П. Теория автоматического регулирования. — М.:
ГИТТЛ, 1956.

9
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уравнение описывает распространение волн возмущения с
конечной скоростью. Параболические уравнения описыва-
ют процессы со своими особенностями. То же самое можно
сказать и об уравнениях эллиптического типа.

Множество допустимых управлений в СРП также име-
ет свои особенности. Например, колебаниями струны ко-
нечной длины можно управлять различными способами.
Приведем некоторые из них. Вынужденные колебания стру-
ны опишем уравнением

∂u

∂t2
(t, x)− a2

∂u

∂x2
(t, x) = f(t, x), t > 0, 0 < x < ℓ.

Рассматривая внешнее возмущение f = f(t, x) как управ-
ляющую функцию, представляется естественным исполь-
зовать один из следующих способов управления:

1) f(t, x) = g(x) p(t); g — заданная функция, p — управ-
ление;

2) f(t, x) = g(x) p(t); p — заданная функция, g — управ-
ление;

3) f(t, x) = p(x− ct) — подвижное управление.
Управлять колебаниями струны можно также, воздей-

ствуя на концы струны. Граничные условия к волновому
уравнению разнообразны, и поэтому имеются различные
способы управления колебаниями, использующие эти усло-
вия. Один из них определяется граничными условиями ви-

да u(t, 0) = p(t),
∂u(t, ℓ)

∂x
= r(t), где p = p(t) и r = r(t) —

управляющие функции.
При каждом из перечисленных способов управления

можно сформулировать различные естественные задачи и
цели управления колебаниями. Можно гасить колебания,
генерировать колебания определенной частоты и т. д. Ана-
логичные примеры можно привести и для процессов, опи-
сываемых уравнениями параболического (см., например,
[19], [58], [66], [69], [148]) и эллиптического типов (см.,
например, [4], [62], [171], [182], [192], [212], [219], [277],
[280]). Исследования таких процессов обычно выполняют-
ся с помощью аппарата уравнений математической физи-
ки (см., например, [61], [167], [174], [198], [199], [210],
[279], [286]). Весьма плодотворными оказались также идеи
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функционального анализа в решении разнообразных за-
дач управления системами с распределенными параметра-
ми (см., например, [20], [103], [176]). Не вызывает сомне-
ний тот факт, что точные аналитическое решения различ-
ных задач удается получить лишь в исключительных слу-
чаях. Поэтому в теории управления СРП значительную
роль играют различные приближенные методы (см., на-
пример, [29], [33], [35], [46], [206], [207], [208], [237], [248],
[310], [312], [331]).

В книге изложены основные проблемы теории управле-
ния системами с распределенными параметрами для пара-
болических и гиперболических систем (управляемость, на-
блюдаемость и оптимальность). При решении задач опти-
мального управления использованы принцип максимума,
динамическое программирование и метод моментов. Мате-
матические соотношения, определяющие каждый из этих
методов, существенно отличаются от своих аналогов, ис-
пользуемых при анализе конечномерных систем.

В частности, показано, что принцип максимума Понт-
рягина может «вырождаться», если управляемый процесс
описывается бесконечной системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений — это пример И.В. Гирсанова (см.
введение в [66]). Динамическое программирование при ана-
лизе подобной задачи также оказывается неэффективным,
если его применять в той форме, в которой это делается
при анализе конечномерных систем.

Как известно, уравнения с частными производными и
соответствующие краевые задачи удается решить в замкну-
той аналитической форме лишь в исключительных слу-
чаях. Наиболее распространенная постановка математиче-
ских задач управления системами с распределенными па-
раметрами состоит в том, что процесс описывается уравне-
ниям с частными производными с дополнительными (на-
чальными и граничными) условиями. В простейших слу-
чаях с помощью рядов Фурье или каким-либо иным мето-
дом управляемый процесс удается описать бесконечной си-
стемой обыкновенных дифференциальных уравнений [66],
[69]. Обычный прием приближенного решения задачи в
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этом случае состоит в том, что бесконечная система за-
меняется конечномерной системой. Ищется приближенное
решение для этой конечномерной задачи [29]. Однако во-
прос о существовании решения поставленной задачи для
бесконечномерной системы зачастую даже не рассматри-
вается [150]. Это относится как к задачам управляемости,
так и к задачам наблюдаемости и оптимальности.

В предлагаемой вниманию читателей книге дается де-
тальный анализ этого круга вопросов для процессов, кото-
рые описываются краевыми задачами для параболических
и гиперболических уравнений. В ней анализируются основ-
ные задачи теории оптимального управления для линей-
ных параболических систем (теплопроводность и диффу-
зия) с доказательствами существования их решения. Сопо-
ставляются различные методы их решения (принцип мак-
симума, динамическое программирование и метод момен-
тов).

Задачи управляемости и наблюдаемости рассмотрены
для объектов, поведение которых можно описать волновым
уравнением с различными граничными условиями. Рас-
смотрены также аналогичные задачи для систем с огра-
ниченным возбуждением ([151]). Такая система состоит из
взаимодействующих объектов с сосредоточенными и рас-
пределенными параметрами. Поведение указанной систе-
мы описывается взаимосвязанными уравнениями в обык-
новенных и частных производных. В работе рассмотрены
различные системы, в которых такая связь осуществляется
через граничные условия.

Анализируются также методы приближенного решения.
Основной результат здесь можно сформулировать следую-
щим образом. Если задача оптимального управления имеет
решение, то далеко не всегда «естественная» конечномер-
ная аппроксимация задачи может служить естественным
приближением исходной задачи. Иначе говоря, решения
конечномерных задач могут не быть достаточно точными
приближенными решениям исходной задачи. С увеличени-
ем размерности конечномерной задачи последовательность
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получаемых решений может быть расходящейся. Более то-
го, даже процедура построения сходящихся решений мо-
жет быть неустойчивой относительно погрешностей вычис-
лений. В работе доказываются соответствующие теоремы.

Задачи управляемости и наблюдаемости рассматрива-
ются для колебательных процессов. Главная их особенность
состоит в том, что рассматривается динамика взаимосвя-
занных объектов с распределенными и сосредоточенными
параметрами. Доказываются теоремы существования ре-
шений задач управляемости и наблюдаемости, из которых
следуют практически реализуемые процедуры решения
конкретных задач. Основной результат здесь можно сфор-
мулировать следующим образом. Управляемость и наблю-
даемость рассмотренных связанных объектов с распреде-
ленными и сосредоточенными параметрами не могут быть
достигнуты за произвольный заранее заданный отрезок
времени. Эти отрезки времени тесно связаны со скоростью
распространения волны в объекте с распределенными па-
раметрами.

Другая особенность получаемых здесь результатов со-
стоит в том, что решение каждой из рассмотренных задач
не формулируется в терминах, подобных тем, которые по-
лучаются при решении аналогичных задач для конечно-
мерных систем. В частности, для конечномерной системы,
определяемой векторным уравнением:

ẏ = Ay +Bu, y = {y1, . . . , yn}, u = {u1, . . . , ur},
A и B — постоянные матрицы, необходимые и достаточ-
ные условия управляемости определяются рангом матри-
цы W = {B,AB, . . . , Am−1B}, где m — степень минималь-
ного многочлена матрицы A. Для бесконечномерной систе-
мы подобный результат не получен. Вместо этого доказа-
ны достаточные условия существования решения задачи
управляемости и для каждого конкретного случая получе-
но управление, решающее поставленную задачу.

В первой главе книги вводятся основные определения,
рассматриваются простейшие задачи управления система-
ми с распределенными параметрами, а также характеризу-
ются некоторые особенности задач управления системами с
распределенными параметрами. В частности, показано на
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примере, что необходимые условия оптимальности в прин-
ципе максимума Понтрягина могут вырождаться в систе-
мах с распределенными параметрами. Аналогичные про-
блемы возникают при использовании динамического про-
граммирования.

Во второй главе рассматривается сначала задача управ-
ления системой, поведение которой описывается следую-
щими уравнениями:

zixy = fi(x, y, z, zx, zy, u), 0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y,

с дополнительными условиями:

{
zi(x, 0) = ϕ1

i (x), 0 6 x 6 X;

zi(0, y) = ϕ2
i (y), 0 6 y 6 Y,

i = 1, . . . , n,

здесь z = {z1, . . . , zn}, u = {u1, . . . , ur}. Допустимыми
управлениями считаются функции u = u(x, y), причем на
их зависимость от x и y могут быть наложены дополни-
тельные ограничения типа u = u(x2+ y2) или u = u(x− y).
Критерием оптимальности является функционал

S =

n∑

i=1

cizi(X,Y ), ci = const.

Необходимые условия оптимальности в этой задаче полу-
чаются в форме интегрального неравенства:

X∫

0

Y∫

0

[
H(x, y, ψ, z, zx, zy, u+∆u)−

−H(x, y, ψ, z, zx, zy, u)
]
dx dy 6 0,

здесь H =
n∑

i=1

ψifi
(
x, y, z(x, y), zx(x, y), zy(x, y), u(x, y)

)
.

Такая форма необходимых условий оптимальности позво-
ляет учитывать возможную специальную зависимость до-
пустимых управлений от переменных x и y.
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Затем рассмотрено обобщение этой задачи, когда гра-
ничные условия берутся в виде





zix(x, 0) = f1i (x, z(x, 0), v), 0 6 x 6 X,

ziy(0, y) = f2i (y, z(0, y), w), 0 6 y 6 Y,

zi(0, 0) = 0, i = 1, . . . , n,

(0.1)

здесь v = {v1, . . . , vs}, w = {w1, . . . , wt} и допустимыми
управлениями являются следующие векторные функции:
ω = ω(x, y) = {u(x, y), v(x), w(y)}. Теперь к прежнему
интегральному критерию оптимальности добавляются еще
два интегральных неравенства:

X∫

0

[
h1
(
x, φ(x), z(x, 0), zx(x, 0), zy(x, 0), v(x) + ∆v(x)

)
−

− h1
(
x, φ(x), z(x, 0), zx(x, 0), zy(x, 0), v(x)

)]
dx 6 0;

Y∫

0

[
h2
(
y, χ(y), z(0, y), zx(0, y), zy(0, y), w(y) + ∆w(y)

)
−

− h2
(
y, χ(y), z(0, y), zx(0, y), zy(0, y), w(y)

)]
dy 6 0.

Метод доказательства принципа максимума для рас-
смотренных здесь задач опирается на работы Л.И. Розо-
ноэра (см., например, [227]). Приводятся примеры приме-
нения условий оптимальности в каждой из рассмотренных
задач.

В третьей главе рассматривается процесс, который опи-
сывается уравнением

∂u

∂t
(t, x) = a2

∂2u

∂x2
(t, x), 0 < x < ℓ, t > 0,

с начальным и граничными условиями для α = const:

u(0, x) = ϕ(x), 0 6 x 6 ℓ,
∂u(t, 0)

∂x
= 0,

∂u(t, ℓ)

∂x
+ α

[
u(t, ℓ)− p(t)

]
= 0, t > 0.

Задача оптимального управления состоит в отыскании та-
кого управления p ∈ L2(0, T ), чтобы соответствующее ему
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решение u = u(t, x) в заданный момент времени t = T удо-
влетворяло условию u(T, x) ≡ 0 и при этом функционал

J [p] =

1∫

0

[
u(T, x)− ϕ(x)

]2
dx+ β

T∫

0

[
p(t)

]2
dt

достигал бы своего наименьшего значения.
В этой задаче необходимые условия оптимальности по-

лучены также в форме принципа максимума, с помощью
которого оптимальное управление определяется однознач-
но интегральным уравнением:

βp(t) +

T∫

0

K(t, τ) p(τ) dτ = f(t).

Здесь ядро K(t, τ) положительно и имеет следующий вид:

K(t, τ) =

∞∑

n=1

rn(t) rn(τ). Приводится анализ приближен-

ных решений этого уравнения.
В четвертой главе рассматривается задача об управле-

нии с минимальной энергией тем же процессом теплопро-
водности. Требуется найти управление, при котором объ-
ект переходит из начального состояния в заданное конеч-
ное состояние и при котором функционал

J [p] =

T∫

0

[
p(t)

]2
dt

достигает своего наименьшего значения.
Задача исследована вариационными методами матема-

тической физики. Получены необходимые и достаточные
условия разрешимости задачи. К сожалению, они прак-
тически трудно проверяемые. Доказаны теоремы о доста-
точных условиях существования решения и неразрешимо-
сти задачи. Исследованы различные методы приближенно-
го решения задачи, в том числе и метод штрафных функ-
ций. Доказано, что не всегда приближенный метод устой-
чив относительно погрешностей вычислений. Изложенные
здесь методы применимы и в более общем случае, когда
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процесс описывается многомерным уравнением параболи-
ческого типа с соответствующим граничным условием.

В пятой главе динамическое программирование при-
меняется в решении задач оптимального управления про-
цессом теплопроводности, которые описываются различ-
ными краевыми задачами. Главная особенность предлага-
емых решений этих задач состоит в том, что при описа-
нии процесса следует использовать не классические, а обоб-
щенные решения. При решении линейно-квадратичных за-
дач оптимальное управление определяется краевой зада-
чей, которая является обобщением известного уравнения
Риккати.

Две следующие главы посвящены проблемам управля-
емости и наблюдаемости.

В шестой главе эти проблемы рассматриваются для вол-
новых уравнений с различными граничными условиями,
содержащими управляющие функции или функции наблю-
дения. Сначала рассматривается изолированный объект, а
затем исследуются системы последовательно соединенных
объектов. И в том, и в другом случае сформулированы и
доказаны достаточные условия разрешимости задач управ-
ляемости и наблюдаемости. При этом использован в неко-
тором смысле универсальный подход, который можно при-
менить к решению других более сложных задач.

Седьмая глава посвящена анализу проблем наблюда-
емости и управляемости взаимосвязанных систем с рас-
пределенными и сосредоточенными параметрами. В этих
случаях процесс описывается совокупностью уравнений с
частными и обыкновенными производными, которые свя-
заны между собой граничными условиями для уравнений
с частными производными. Рассмотрен наиболее простой
случай, когда уравнением с частными производными явля-
ется волновое уравнение. В механике такого типа системы
называются системами с ограниченным возбуждением, их
исследованию посвящены многие работы (см., например,
[151], [225]).



18 Введение

В теории управления системами с распределенными па-
раметрами задачи такого типа представляют особый ин-
терес, поскольку для каждого объекта управления управ-
ляющее устройство, как правило, является объектом с со-
средоточенными параметрами. Соответствующие матема-
тические задачи принципиально отличаются от традици-
онных задач уравнений математической физики, и поэто-
му их исследование представляет особый интерес. В работе
получены достаточные условия наблюдаемости и управля-
емости при различных типах взаимодействия рассматри-
ваемых объектов. Эти условия принципиально отличаются
от аналогичных условий для конечномерных систем.

Это различие объясняется тем, что состояние конечно-
мерной системы можно характеризовать точкой в конеч-
номерном пространстве. Состояние объекта с распределен-
ными параметрами определяется набором функций. Функ-
ции могут принадлежать различным классам (быть непре-
рывными, дифференцируемыми и т. д.). Поэтому свойство
системы определяется не только структурой уравнений и
граничных условий, описывающих процесс, но и функция-
ми, характеризующими состояние этой системы. Поэтому
условия наблюдаемости и управляемости определяются
свойствами функций начального и конечного состояния
системы.

Авторы сочли целесообразным приложить достаточно
обширный список литературы. В нем представлены рабо-
ты, относящиеся к инженерным и техническим проблемам
управления системами с распределенными параметрами.
Более значительная часть работ посвящена математиче-
ским проблемам. Все они имеют самое непосредственное
отношение к тем задачам, которые рассмотрены в данной
книге и могут служить источником новых идей и методов
в исследовании управляемых процессов в системах с рас-
пределенными параметрами.



Глава 1

Основные определения и примеры

1. Управление конечномерными системами

Определение 1.1.Системой называется совокупность
связанных объектов. Эта связь в основном будет опреде-
ляться дифференциальными уравнениями.

Например, набор материальных точек x1, x2, . . . , xn
можно рассматривать как систему, если связь между ними
описать системой дифференциальных уравнений

dxi
dt

= fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n. (1.1)

Определение 1.2. Состоянием системы называется
совокупность ее параметров, однозначно определяющих по-
ведение системы при заданном внешнем возмущении.

В случае системы (1.1) такими параметрами могут вы-
ступать числа

xi(t0) = x0i , i = 1, . . . , n. (1.2)

Из основной теоремы Коши существования и единствен-
ности решения следует, что при выполнении ряда условий
поведение рассматриваемой системы (1.1)–(1.2) однознач-
но определяется числами (1.2).

Приведем несколько примеров.

Пример 1.1. Рассмотрим движение материальной точ-
ки под действием внешней силы (второй закон Ньютона):

m
d2x

dt2
= F (t). (1.3)

Поскольку система (в данном случае она состоит из одного
объекта) описывается уравнением второго порядка (1.3), то
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начальное состояние системы задается выражениями

x(t0) = x0, ẋ(t0) = x1. (1.4)

Если материальная точка движется под действием упру-
гой силы, то ее движение вместо уравнения (1.3) описыва-

ется уравнением m
d2x

dt2
= −k2x.

Можно задать и более сложное движение материальной

точки, например m
d2x

dt2
= f(t, x, ẋ). Это движение описы-

вается уже нелинейным уравнением, но тем не менее пове-
дение системы по-прежнему будет однозначно определять-
ся ее начальным состоянием (1.4).

Определение 1.3. Система, состояние которой харак-
теризуется конечным числом параметров, называется си-
стемой с сосредоточенными параметрами.

Пример 1.2. Рассмотрим процесс теплопроводности в
тонком стержне длиной ℓ:

∂u

∂t
(t, x) = a2

∂2u

∂x2
(t, x), 0 < x < ℓ, t > t0.

Левый конец стержня теплоизолирован, а через пра-
вый конец происходит теплообмен с внешней средой. Эти
граничные условия задаются соотношениями:

∂u(t, 0)

∂x
= 0,

∂u(t, ℓ)

∂x
+ αu(t, ℓ) = f(t), t > 0.

Для получения конкретного решения необходимо за-
дать начальное условие:

u(t0, x) = ϕ0(x), 0 6 x 6 ℓ. (1.5)

Рассматривая стержень как систему, состоящую из беско-
нечного числа элементов (материальных точек), получен-
ную краевую задачу можно характеризовать как связь меж-
ду ее элементами. Начальное состояние системы определя-
ется функцией ϕ0.

Пример 1.3. Опишем процесс вынужденных колеба-
ний струны длиной ℓ, концы которой закреплены.
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Распространение колебаний под действием внешнего
воздействия описывается волновым уравнением:

∂2u

∂t2
(t, x) = a2

∂2u

∂x2
(t, x) + f(t, x), 0 < x < ℓ, t > t0.

Граничные условия имеют следующий вид:

u(t, 0) = u(t, ℓ) = 0, t > 0.

Начальные условия задаются равенствами:

u(t0, x) = ϕ0(x), ut(t0, x) = ψ0(x), 0 6 x 6 ℓ.

Начальное состояние системы определяется двумя функ-
циями ϕ0, ψ0.

Внешние возмущения могут быть заданы самой приро-
дой процесса, а могут определяться целенаправленно. За-
дача теории управления и состоит в изучении поведения
системы при целенаправленном воздействии на нее.

Определение 1.4. Система, состояние которой опре-
деляется набором функций или бесконечным набором чис-
ловых параметров, называется системой с распределенны-
ми параметрами.

Далее будем рассматривать три больших класса задач,
решение (и исследование) которых составляет основное со-
держание теории управления: наблюдаемость системы, уп-
равляемость системы и оптимальное управление системой.

1.1. Наблюдаемость системы. Рассмотрим процесс
наблюдения за летящим объектом. Два наблюдателя из
разных мест следят за движущимся объектом. Каждый из
них видит плоскую картинку. Однако с помощью этих двух
плоских картинок можно определить расстояние до объек-
та. И, более того, наблюдая за ним в течение некоторо-
го периода времени, можно полностью описать движение
объекта в пространстве.

Задача наблюдаемости состоит в определении состоя-
ния системы в каждый конкретный момент времени по
некоторой информации о системе, которая получается в те-
чение периода наблюдения.
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1.2. Управляемость системы. Пусть система опи-
сывается следующими дифференциальными уравнениями:

dxi
dt

= fi(t, x1, . . . , xn, u1, . . . , ur), i = 1, . . . , n.

Здесь u1, . . . , ur — набор параметров, которые принимают
значения из некоторого множества G (где G — область или
ее замыкание) в пространстве R

r. Каждая из функций ui
обладает конкретными свойствами.

Задача управляемости системой состоит в том, чтобы
найти условия, которым должны удовлетворять функции
ui, i = 1, . . . , r, и fj, j = 1, . . . , n, чтобы систему из од-
ного заданного состояния можно было перевести в другое
заданное состояние.

Пример 1.4. Рассмотрим процесс управления колеба-
ниями математического маятника под действием внешней
силы. При этом внешняя сила u = u(t) может действовать:
а) ортогонально линии подвеса груза

(
см. рис. 1.1.1 а)

)
;

б) вдоль линии подвеса
(
см. рис. 1.1.1 b)

)
.

В случае а) система является управляемой. Маятник
можно перевести из любого заданного состояния в любое
также заданное состояние. В случае б) маятник уже нельзя
перевести из положения устойчивого равновесия, изобра-
женного на рис. 1.1.1 c), в любое другое состояние. Однако,
из любого другого состояния маятник можно перевести в
другое заданное состояние, но не в состояние устойчиво-
го равновесия. Таким образом, случай б) дает пример не
полностью управляемой системы.

Задачу управляемости процессом теплопроводности
(пример 1.2) сформулируем следующим образом: можно
ли, воздействуя тепловым полем на правый конец стерж-
ня, перевести систему из состояния ϕ0 состояние ϕ1?

Задача управляемости процессом колебания струны
(пример 1.3): при каком воздействии на концы струны
можно перевести систему из состояния (ϕ0, ψ0) в состо-
яние (ϕ1, ψ1)?

1.3. Оптимальное управление. Принцип макси-
мума Понтрягина. Задачи об оптимальном управлении
системами более разнообразны. Основное их содержание
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Рис. 1.1.1

состоит в том, чтобы добиться такого поведения системы,
при котором оно было наилучшим по некоторому крите-
рию. Одной из первых задач, которая рассматривалась в
теории оптимального управления, является задача об оп-
тимальном быстродействии. Она состоит в том, чтобы пе-
ревести систему из одного заданного состояния в другое,
также заданное состояние за кратчайшее время при огра-
ниченных ресурсах управления.

В теории оптимального управления конечномерными
системами разработаны разнообразные методы исследова-
ния различных задач. Наиболее распространенными из них
являются принцип максимума Понтрягина, принцип опти-
мальности Беллмана и метод моментов Красовского.

Изложим кратко принцип максимума Понтрягина, ко-
гда процесс описывается системой уравнений

dxi
dt

= fi(x1, . . . , xn, u1, . . . , ur), i = 1, . . . n, (1.6)

с начальными условиями

xi(t0) = x0i , i = 1, . . . , n. (1.7)
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Управления u =
{
u1(t), . . . , ur(t)

}
принимают значения в

области или в ее замыкании G ⊂ R
r. Допустимым будет

считаться управление u = u(t), у которого каждая компо-
нента ui = ui(t) имеет не более чем счетное число точек
разрыва (все они первого рода).

Функции fi для i = 1, . . . , n таковы, что в рассмат-
риваемой системе (1.6)–(1.7) каждое конкретное управле-
ние u = {u1(t), . . . , . . . , ur(t)} определяет такое единствен-
ное решение x = {x1(t), . . . , xn(t)}, что каждая функция
xj = xj(t), j = 1, . . . , n, почти всюду дифференцируе-
ма и непрерывна в точках разрыва функций ui = ui(t),
i = 1, . . . , r.

Критерием оптимальности служит функционал

J [u] =

t1∫

t0

f0(x1, . . . , xn, u1, . . . , ur) dt. (1.8)

Систему надо перевести из состояния (1.7) в состояние

xi(t1) = x1i , i = 1, . . . , n.

Момент времени t1, вообще говоря, не задан.
Для решения задачи вводится функция

H(ψ0, ψ1, . . . , ψn, x0, x1, . . . , xn, u1, . . . , ur) =

n∑

i=0

ψi · fi,

где компонента x0 определяется соотношениями:

dx0
dt

= f0(x1, . . . , xn, u1, . . . , ur), x0(t0) = 0. (1.9)

Функции ψi = ψi(t) определяются уравнениями:

dψi

dt
= −∂H

∂xi
, i = 0, 1, . . . , n. (1.10)

Если ввести такие обозначения: x = {x0, x1, . . . , xn},
u = {u1, . . . , ur} и ψ = {ψ0, ψ1, . . . , ψn}, то рассматри-
ваемая система (1.6)–(1.7), (1.9)–(1.10) в векторной форме
примет вид:

dx

dt
=
∂H(ψ, x, u)

∂ψ
,

dψ

dt
= −∂Hψ, x, u)

∂x
, (1.11)

x(t0) = x0, x0 = (0, x01, . . . , x
0
n). (1.12)
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При введенных обозначениях критерий оптимальности
(1.8) можно записать следующим образом: J [u] = x0(t1).

Теорема 1.1. (Принцип максимума Понтрягина).
Для того чтобы управление u0(t) = {u01(t), . . . , u0r(t)} и

соответствующее ему x0(t) = {x00(t), . . . , x0n(t)} решение
системы были оптимальными, необходимо существова-
ние такого ненулевого вектора ψ0(t) = {ψ0

0(t), . . . , ψ
0
n(t)},

что:
1) совокупность векторов u0, x0, ψ0 определяет реше-

ние системы (1.11) с начальными условиями (1.12);
2) H

(
ψ0(t), x0(t), u

)
, как функция параметра u, дости-

гает своего максимума при u = u0(t) для почти всех то-

чек t
(
в точках непрерывности u = u0(t)

)
:

M(t)
△
= H

(
ψ0(t), x0(t), u0(t)

)
= max

u∈G
H
(
ψ0(t), x0(t), u

)
;

3) ψ0
0(t1) 6 0, M(t1) = 0.

Принцип максимума Понтрягина выделяет, вообще го-
воря, изолированные управления, среди которых находят-
ся оптимальные (если они существуют).

1.4.Динамическое программирование. Будем рас-
сматривать управляемый процесс, который описывается
уравнением

dx

dt
= f(t, x, u) (1.13)

с начальным условием

x(t0) = x0, (1.14)

где x и f — n-мерные векторы, x0 — заданный постоян-
ный вектор, а u = {u1, . . . , ur} — r-мерный управляющий
вектор, который может принимать значения из некоторой
области или ее замыкания U в пространстве переменных
u1, . . . , ur, определяемой видом наложенных ограничений.
В качестве допустимых управлений будем брать измери-
мые функции u = u(t), t0 < t < T, которые почти при всех
t удовлетворяют условию u(t) ∈ U.

Предположим далее, что каждое допустимое управле-
ние u = u(t) однозначно определяет решение x = x(t) зада-
чи Коши (1.13)–(1.14), которое является абсолютно непре-
рывной функцией. На допустимых управлениях u = u(t) и
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соответствующих им решениях x = x(t) определим функ-

ционал I =

T∫

t0

G(x, u, t) dt, где T — фиксированное число,

превосходящее t0.
Рассматриваемая задача оптимального управления за-

ключается в том, чтобы найти такое управление u = u0(t)
и соответствующее ему решение x = x0(t), которые до-
ставляли бы функционалу I наименьшее возможное зна-
чение.

В основе динамического программирования лежит
принцип оптимальности Р. Беллмана, который в примене-
нии к данной задаче можно сформулировать следующим
образом.

Предположим, что u = u0(t) — оптимальное управле-

ние, а x = x0(t) — соответствующее ему решение задачи
(1.13)–(1.14). Пусть, далее, t1 — произвольная точка ин-

тервала (t0, T ), а u0(t1) и x0(t1) — значения u = u0(t) и

x = x0(t) при t = t1. Оптимальные траектория x = x0(t)
и управление u = u0(t) для t0 < t < T обладают тем
свойством, что при произвольном t1 ∈ (t0, T ) они мини-

мизируют функционал I1 =

T∫

t1

G(x, u, t) dt при условии

dx

dt
= f

(
t, x, u(t)

)
, x(t1) = x0(t1). Поэтому остаток оп-

тимальной траектории x = x0(t), t1 < t < T и остаток

оптимального управления u = u0(t), t1 < t < T являются
оптимальными по функционалу I1 независимо от того,
каким способом система переведена в состояние x0(t1).

Если обозначить S
(
x(t), t

)
= max

u∈U

T∫

t

G(x(τ), u, τ) dτ , то

с помощью принципа оптимальности Р. Беллмана можно
доказать, что функция S = S(x, t) удовлетворяет уравне-
нию Беллмана

−∂S
∂t

= min
u

{
G(x, u, t) + (gradS, f)

}
.
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Это уравнение используется для построения оптимального
управления u = u0(t) и решения x = x0(t), t0 < t < T ,
соответствующего ему.

В. Г. Болтянский [18] показал, что и принцип максиму-
ма Понтрягина, и принцип оптимальности Беллмана дают
одни и те же необходимые условия оптимальности, но в
разных терминах.

Практическое использование принципа максимума и ди-
намического программирования (принцип оптимальности
Беллмана) показало, что вычислительные трудности при
решении конкретных задач возрастают лавинообразно с
ростом размерности управляемой системы. Для систем раз-
мерности n при решении задачи с помощью принципа мак-
симума Понтрягина необходимо осуществить n2 операций.
Это явление получило название «проклятие размерности».
Естественно возник вопрос: каким же образом решать по-
добные задачи оптимального управления для бесконечно-
мерных систем?

2. Об особенностях задач управления
бесконечномерными системами

2.1. Метод Фурье. Обратимся к задаче управления
тепловым процессом в стержне, описанном в примере 1.2.
Процесс описывается краевой задачей:

∂u

∂t
(t, x) = a2

∂2u

∂x2
(t, x), 0 < x < ℓ, t > t0.

∂u(t, 0)

∂x
= 0,

∂u(t, ℓ)

∂x
+ αu(t, ℓ) = f(t), t > 0.

u(t0, x) = ϕ0(x), 0 6 x 6 ℓ. (2.1)

Согласно методу разделения переменных (метод Фурье),

решение будем искать в виде u(t, x) =

∞∑

n=1

un(t)Xn(x).

Функции Xi, i = 1, 2, . . . , являются решениями следу-
ющей задачи Штурма–Лиувилля: найти значения парамет-
ра λ = λi (собственные значения) и соответствующие им
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нетривиальные решения Xi = Xi(x) (собственные функ-
ции) краевой задачи

X ′′ + λ2X = 0, X ′(0) = 0, X ′(ℓ) + αX(ℓ) = 0.

Собственные значения являются положительными корня-

Рис. 1.2.1

ми уравнения1 λ tg(λℓ) = α. Геометрически их можно опре-
делить как абсциссы точек пересечения линий y = tg(x) и
y = αℓ/x, изображенных на рис. 1.2.1.

При этом собственные функции Xi, i = 1, 2, . . . , мож-
но выбрать таким образом, чтобы они образовывали орто-
нормированный базис в пространстве L2[0, ℓ]. Функцию ϕ0,
определяющую начальное состояние (2.1) системы, также

представим в виде ряда: ϕ0(x) =

∞∑

n=1

ϕ0
nXn(x). Для опре-

деления функций un = un(t) получаем бесконечномерную
систему при n = 1, 2, . . . :

u̇n(t) + a2λ2nun(t) = a2αf(t)Xn(ℓ), un(t0) = ϕ0
n.

1Подробности см. в § 2 главы 3.
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Полученный результат показывает, что если решение
уравнения теплопроводности представлять в виде ряда по
собственным функциям, то краевую задачу для уравнения
с частными производными можно свести к задаче Коши
для бесконечной системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Тем самым одна задача управления заме-
няется другой задачей с принципиально иным способом
математического описания. Начальное состояние объекта
определяется бесконечномерным вектором ϕ0 = {ϕ0

n}.
Аналогичная ситуация возникает и при анализе коле-

бания струны (пример 1.3).

2.2. О применении принципа максимума Понт-
рягина к бесконечномерным системам. Просто при-
менить принцип максимума Понтрягина к бесконечномер-
ным системам, вообще говоря, нельзя, так как он может
вырождаться для некоторых систем. Дадим пример, при-
надлежащий И.В. Гирсанову, иллюстрирующий это утвер-
ждение.

Пример 2.1. Пусть управляемый процесс описывается
уравнением

dx

dt
= u, (2.2)

x — вектор с компонентами x1, . . . , xn, . . . , обладающих

следующим свойством:

∞∑

n=1

x2n < ∞. Аналогичным свой-

ством обладают компоненты вектора u:
∞∑

n=1

u2n <∞.

Допустимыми управлениями будем считать измеримые
функции u, в каждый момент времени принимающие зна-
чения из области управления

u = {u1, . . . , un, . . . } : |un| <
1

n
+

1

n2
, n = 1, 2 . . . (2.3)

Задача состоит в том, чтобы найти такое допустимое
управление u0 = u0(t), чтобы соответствующее ему реше-
ние x0 = x0(t) уравнения

dx

dt
= u0(t) (2.4)
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с начальным условием

x(0) = {0, 0, . . . , 0, . . . } (2.5)

удовлетворяло бы условию

x(T ) =

{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
(2.6)

при минимальном положительном T .
Уравнение (2.2) с условием (2.5) можно записать в виде

xn(t) =

t∫

0

un(τ) dτ, n = 1, 2, . . .

Отсюда с учетом (2.3) находим, что минимальное время

перехода от значения xn(0) = 0 к значению xn(T ) =
1

n

получается при выборе un(t) =
1

n
+

1

n2
. Минимальное вре-

мя равно
n

n+ 1
. Эта величина стремится к 1 при n → ∞.

Таким образом, время T оптимального быстродействия в
рассматриваемой задаче не может быть меньше 1.

С другой стороны, управление

u0 = u0(t) =

{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
(2.7)

является допустимым, при этом соответствующая ему тра-
ектория x, определяемая соотношениями (2.4)–(2.5), удо-
влетворяет условию (2.6) при T = 1. Следовательно, управ-
ление (2.7) является оптимальным.

Проанализируем теперь принцип максимума для рас-

сматриваемой задачи. Строим функцию H =

∞∑

i=1

ψi(t)ui,

где функции ψi определяются уравнениями
dψi

dt
= 0 при

i = 1, 2, . . . Из этих уравнений находим, что ψi(t) = ci.
В соответствии с принципом максимума не все постоянные
ci равны нулю.
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Если для некоторого номера k выполнено ψk(t) 6= 0, то
из условия максимума функции H по переменной u сле-
дует, что k-я компонента u0k оптимального управления u0

должна иметь следующий вид: u0k(t) =

(
1

k
+

1

k2

)
signψk.

Ни одна из компонент оптимального управления (2.7)
не равна этому выражению. Следовательно, оптимальное
управление (2.7) не удовлетворяет принципу максимума.

Решим задачу приближенно, используя конечномерную
аппроксимацию уравнения (2.2). В качестве m-го прибли-
жения этого уравнения возьмем систему

dxn
dt

= un, n = 1, . . . , m. (2.8)

В качестве допустимых управлений возьмем такие век-
торные функции um = um(t) = {u1(t), . . . , um(t)}, компо-
ненты которых — измеримые функции, удовлетворяющие
условиям

|un| 6
1

n
+

1

n2
, n = 1, . . . , m. (2.9)

В качестве m-го приближения u0 = u0(t) берем такое
управление ũm = ũm(t), что соответствующее ему решение
уравнений

dxn
dt

= ũn, n = 1, . . . , m, (2.10)

с начальными условиями

xn(0) = 0, n = 1, . . . , m, (2.11)

удовлетворяет условиям

xn(T ) =
1

n
, n = 1, . . . , m, (2.12)

при наименьшем T .
Управление ũm = ũm(t) будем строить следующим об-

разом. Система (2.8) с условиями (2.11) эквивалентна со-
отношениям:

xn(t) =

t∫

0

un(t) dt, n = 1, . . . , m.
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Отсюда следует, что минимальное время Tn, за которое ко-
ордината xn переходит из состояния xn = 0 в состояние

xn =
1

n
при условии |un| 6

1

n
+

1

n2
, равно Tn =

n

n+ 1
для

управления un(t) =
1

n
+

1

n2
.

Очевидно, что T1 < T2 < . . . < Tm. Поэтому время пе-
рехода всей системы (2.8) из состояния (2.11) в состояние
(2.12) не может быть меньше Tm. Следовательно, любое
управление um(t) = {u1, . . . , um}, которое переводит си-
стему (2.8) из состояния (2.11) в состояние (2.12) за время
Tm, будет оптимальным.

Таким образом, оптимальное управление ũm(t) будем
искать из соотношений:

Tm∫

0

un(t) dt =
1

n
, n = 1, . . . , m, Tm =

m

m+ 1
.

Из равенства компонента ũm = ũm(t) находится однознач-

но: ũm(t) =
1

m
+

1

m2
. Для определения остальных m − 1

компонент вектора ũm есть m− 1 соотношений:

Tm∫

0

un(t) dt =
1

n
, n = 1, . . . , m− 1, Tm =

m

m+ 1
. (2.13)

При этом любой вектор

{
u1(t), . . . , um−1(t),

1

m
+

1

m2

}
яв-

ляется оптимальным управлением, если каждая компонен-
та ui = ui(t) для i = 1, . . . , n − 1 удовлетворяет условиям
(2.9) и (2.13). Поэтому управление

ũm = ũm(t) =

{
1

Tm
,

1

2Tm
, . . . ,

1

(m− 1)Tm
,

1

mTm

}

является оптимальным. При этом соответствующее ему ре-
шение задачи (2.10)–(2.11) имеет вид

x̃n(t) =
t

nTm
, n = 1, . . . , m, x̃m(t) = {x̃1(t), . . . , x̃m(t)} .
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Проверим, что на найденных векторах ũm = ũm(t) и
x̃m = x̃m(t) принцип максимума выполняется. Для это-

го строим функцию H
(
ψm(t), x̃m(t), u

)
=

m∑

n=1

ψnun, где ψn

определяются из уравнений
dψn

dt
= 0, n = 1, . . . , m.

Полагая ψ1(t) = . . . = ψm−1(t) = 0, ψm(t) = 1, нахо-
дим, что на управлении ũm(t) функция H

(
ψm(t), x̃m(t), u

)

достигает своего максимума.
Более того, эта функция достигает максимума на лю-

бом управлении вида

{
u1(t), . . . , um−1(t),

1

m
+

1

m2

}
, где

un для n = 1, . . . , m − 1 — любые измеримые функции,
удовлетворяющие условиям (2.9) и (2.13).

Таким образом, при каждом фиксированном m функ-
ция H

(
ψm(t), x̃m(t), u

)
не вырождается, в то время как

функция H
(
ψm(t), x0(t), u

)
= ψ1u1 + . . . + ψnun + . . . вы-

рождается.
При решении задач оптимального управления для ко-

нечномерных систем обычно решаются две задачи: зада-
ча поиска программного оптимального управления (найти
управление u = u(t), переводящего точку из одного по-
ложения в другое за кратчайшее время) и задача синте-
за оптимального управления, когда управление находится
как функция состояния системы u = u(t, x) (управление
велосипедом — в каждый момент времени его управление
зависит от состояния системы).

Для систем с распределенными параметрами на допу-
стимые управления могут накладываться такие ограниче-
ния, которые невозможны для конечномерных систем. На-

пример, в уравнении теплопроводности
∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f

функция f рассматривается как управляющая функция.
Здесь возможны ограничения: 1) f зависит только от t:
f = f(t); 2) функция f произвольно зависит от t и x:
f = f(t, x); 3) функция f зависит от x − t: f = f(x − t).
Ясно, что таких специальных ограничений на зависимость
допустимых управлений от t и x в различных задачах мо-
жет быть сколько угодно.
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3. Вводные задачи

3.1. Задача о критическом диаметре трубы.
3.1.1. Случай однослойной трубы. Пусть дана цилин-

дрическая труба, имеющая внутренний диаметр d1 = 2r1
и внешний диаметр d2 = 2r2 (см. рис. 1.3.1). Внутри тру-
бы установлена постоянная температура θ1, а вне ее — по-
стоянная температура θ2. В стенках трубы устанавливает-
ся стационарное температурное поле. Если предположить,
что труба достаточно длинная по сравнению с толщиной
ее стенок, то внутри стенок трубы температурное поле не
зависит от температуры на ее торцах.

Предполагается, что теплообмен внутри стенок трубы
описывается законом Фурье. Чтобы его сформулировать,
введем следующие обозначения: u(t, x) — температура в
точке x некоторой области G в момент времени t. Вектор
j(t, x) — плотность теплового потока в единицу времени.
Он определяет количество тепла, которое проходит через
единичную площадь изотермической поверхности в окрест-
ности точки x за единицу времени.

Закон Фурье можно записать следующим образом:
j(t, x) = −k grad u(t, x).

Коэффициент k называется коэффициентом теплопровод-
ности.

Теплообмен с внешней средой через границу S области
G определяется по закону Ньютона:

q(t, x) = α(u− θ),

где q(t, x) — количество тепла, проходящего в единицу вре-
мени через единичную площадку поверхности, примыкаю-
щей к границе S; u — температура среды внутри G вблизи
границы, θ — температура внешней среды вблизи S, а α —
коэффициент теплообмена.

Если u(r) — температура внутри стенок трубы, для r
справедливо r1 < r < r2, то температурное поле в стен-
ках трубы описывается стационарным уравнением тепло-
проводности, которое в цилиндрических координатах при-
нимает следующий вид:

d

dr

(
r
du

dr

)
= 0. (3.1)
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На внутренней (r = r1) и на внешней (r = r2) стенках
трубы выполнены краевые условия:

k
du

dr
= α1(u− θ1), r = r1,

−k du
dr

= α2(u− θ2), r = r2.

(3.2)

Здесь α1 и α2 — коэффициенты теплообмена внутренней и
внешней стенки трубы соответственно, а k — коэффициент
теплопроводности трубы.

Рис. 1.3.1

Таким образом, температурное поле внутри стенок тру-
бы описывается уравнениями (3.1)–(3.2).

Задача 3.1. При заданных температурных полях вну-
три и вне трубы определить ее внешний диаметр, при
котором линейная плотность теплового потока от среды
θ1 к среде θ2 будет максимальной.

Заметим, что линейная плотность теплового потока qℓ
вычисляется по формуле

qℓ =
Q

ℓ
, (3.3)
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гдеQ— количество тепла, проходящего через стенки трубы
длиной ℓ в единицу времени.

Найдем решение краевой задачи (3.1)–(3.2):

u(r) = C1 ln r + C2, r1 6 r 6 r2. (3.4)

Постоянные C1 и C2 определим из (3.4) при r = r1 и r = r2:

u(r1) = C1 ln r1 + C2, u(r2) = C1 ln r2 + C2.

Тогда

C1 =
u(r1)− u(r2)

ln
d1
d2

, C2 = u(r1)−
u(r1)− u(r2)

ln
d1
d2

ln r1.

Следовательно,

u(r) = u(r1)−
[
u(r1)− u(r2)

] ln
d

d1

ln
d2
d1

, d = 2r. (3.5)

Определим тепловой поток через элемент площади ци-
линдрической поверхности, используя закон Фурье и полу-
ченное выражение (3.5):

Q = −k du
dr

2πrℓ =
2πℓk

ln
d2
d1

[
u(r1)− u(r2)

]
.

Таким образом, из (3.3) находим

qℓ =
2πk

ln
d2
d1

[
u(r1)− u(r2)

]
. (3.6)

Выражение
[
u(r1)−u(r2)

]
найдем из краевых условий (3.2)

и выражения (3.5) для u = u(r):

u(r1)− θ1 = − k

α1

u(r1)− u(r2)

ln
d2
d1

1

r1
;

−
[
u(r2)− θ2

]
= − k

α2

u(r1)− u(r2)

ln
d2
d1

1

r2
.
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Откуда находим

u(r1)− u(r2) = (θ1 − θ2)


1 +

k

ln
d2
d1

(
1

α1r1
+

1

α2r2

)



−1

.

Теперь подставим найденное выражение в формулу (3.6):

qℓ =
π(θ1 − θ2)

1

2k
ln
d2
d1

+
1

α1d1
+

1

α2d2

.

Величина

Rℓ (d2) =
1

2k
ln
d2
d1

+
1

α1d1
+

1

α2d2
(3.7)

называется линейным термическим сопротивлением, а об-
ратная ей величина 1/Rℓ — линейной термической прово-
димостью.

Функция (3.7) позволяет решить экстремальную зада-
чу 3.1. Так как θ1 и θ2 фиксированы и θ1 > θ2, то линей-
ная плотность теплового потока qℓ достигает своего мак-
симального значения при том значении диаметра d2, при
котором достигает своего минимального значения функ-
ция (3.7). Функция Rℓ (d2) достигает своего минимального
значения при

d2 =
2k

α2
. (3.8)

Поставленная экстремальная задача 3.1 имеет единст-
венное решение, и это решение задается формулой (3.8).

Полученный результат находит широкое применение в
вопросах конструирования теплообменных аппаратов, по-
скольку оптимальный выбор труб в этих аппаратах позво-
ляет повысить их эффективность.

3.1.2. Случай многослойной трубы. Представляет ин-
терес решение экстремальной задачи, аналогичной задаче
3.1, для многослойной и, в частности, двухслойной стенки.

Пусть труба имеет n слоев. Закон распределения тем-
пературы в каждом слое с номером i определяется по фор-
муле, аналогичной формуле (3.5):
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u(r) = u(ri)−
[
u(ri)− u(ri+1)

] ln
d

di

ln
di+1

di

, d = 2r,

здесь ri < r < ri+1. Согласно закону Фурье, линейная плот-
ность qiℓ теплового потока равна

qiℓ =
2πki

ln
di+1

di

[
u(ri)− u(ri+1

]
.

Так как в стенке трубы отсутствуют тепловые источники
и стоки, то q1ℓ = q2ℓ = . . . = qnℓ = qℓ, следовательно, можно
записать

qℓ
2ki

ln
di+1

di
= π

[
u(ri)− u(ri+1)

]
, i = 1, 2, . . . , n. (3.9)

Условия теплообмена с внешней средой определяются
следующими соотношениями:

k1

(
du

dr

)

r=r1

= α1

[
u(r1)− θ1

]
,

kn

(
du

dr

)

r=rn+1

= −α2

[
u(rn+1)− θ2

]
.

(3.10)

Выражения, стоящие слева в равенствах (3.10), можно
выразить через qℓ, используя закон Фурье:

qℓ =
Q1

ℓ
= −k1

(
du

dr

)

r=r1

2πr1,

qℓ =
Qn+1

ℓ
= −kn

(
du

dr

)

r=rn+1

2πrn+1,

(3.11)

здесь Qi — количество тепла, протекающего в единицу вре-
мени через боковую поверхность цилиндра радиусом ri и
высотой ℓ. Поэтому из (3.10) и (3.11) следует, что

qℓ
α1d1

= π
[
θ1−u(r1)

]
,

qℓ
α2dn+1

= π
[
u(rn+1)−θ2

]
. (3.12)
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Суммируя левые и правые части выражений (3.9) и
(3.12), находим qℓRℓ = π

[
θ1 − θ2

]
, где величина

Rℓ =
1

α1d1
+

1

α2dn+1
+

1

2

n∑

i=1

1

ki
ln
dn+1

di

называется линейным термическим сопротивлением мно-
гослойной цилиндрической стенки.

Если рассматривать задачу о критическом диаметре
многослойной стенки, легко установить, что линейная плот-
ность теплового потока будет максимальной при условии

d0n+1 =
2kn
α2

, т. е. если диаметр верхнего слоя будет крити-

ческим.
Минимальное линейное термическое сопротивление

определяется по формуле

Rℓ =
1

α1d
0
1

+
1

α2d
0
n+1

+
1

2

n∑

i=1

1

ki
ln
d0n+1

d0i
,

d0i = di, i = 1, . . . , n.

Покажем, как полученный результат применяется в за-
даче о выборе тепловой изоляции цилиндрической трубы.

Пример 3.1. Пусть d1 и d2 — внутренний и внешний
диаметры трубы, k1 — коэффициент внутренней ее тепло-
проводности и α1 — коэффициент теплообмена с внешней
средой. Далее, пусть k2 — коэффициент внутренней тепло-
проводности материала, который берут в качестве изоля-
тора, α2 — коэффициент теплообмена изолятора с внешней
средой, а d3 — диаметр двухслойной стенки.

Задача заключается в том, чтобы при данных d1 и d2
выбрать оптимальную толщину изолятора с целью мини-
мизации линейной плотности теплового потока.

Возможны следующие случаи.
1. d2 < d03, где d03 — критический диаметр двухслойной

стенки. Тогда с возрастанием d3 от d2 до d03 линейное терми-
ческое сопротивление Rℓ будет убывать и, следовательно,
линейная плотность теплового потока qℓ будет возрастать и
достигнет своего максимального значения при d3 = d03. При
дальнейшем увеличении d3 линейная плотность теплового
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потока будет убывать и при некотором d3 = d∗3 достигнет
того значения, которое она принимала при отсутствии изо-
лятора.

Таким образом, слой изоляции, соответствующий зна-
чению d3 = d∗3, является неэффективным (отдача тепла
такая же, как при отсутствии изоляции).

2. d2 > d03. В этом случае линейное термическое со-
противление Rℓ монотонно возрастает с увеличением d3 и,
следовательно, линейная плотность теплового потока будет
монотонно убывать.

3.2. О критическом размере ядерного реактора.

3.2.1. Реактор в форме шара. Рассмотрим простейшую
задачу оптимизации из теории ядерных реакторов [44], ко-
гда плотность нейтронов в реакторе подчиняется уравне-
нию

∆N(M) + α2N(M) = 0, M ∈ Ω, (3.13)

здесь ∆ — оператор Лапласа, а α — лапласиан или мате-
риальный коэффициент.

По физическому смыслу функции N , входящей в урав-
нение (3.13), нас будут интересовать лишь такие его реше-
ния, которые удовлетворяют условию

N(M) > 0, M ∈ Ω (3.14)

и ограничены.
Пусть Ω — шар радиуса R и на границе его выполняется

условие

N(M) = 0, M ∈ ∂Ω. (3.15)

Задача 3.2. Какой минимальный радиус R при задан-
ном α должен быть у шара Ω, чтобы внутри него процесс
был стационарным?

Пусть N = N(r), 0 < r 6 R. Уравнение (3.13) в этом
случае имеет вид

1

r2
d

dr

(
r2
dN

dr

)
+ α2N = 0. (3.16)
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Если ввести функцию u = rN(r), то уравнение (3.16)
можно записать следующим образом:

d2u

dr2
+ α2u = 0. (3.17)

Для функции u = u(r) выполнены условия:

u|r=R = 0, u(r) > 0, u(r) <∞.

Общее решение уравнения (3.17):

u(r) = C1 cosαr + C2 sinαr.

Поскольку u(0) = 0, то C1 = 0 и, следовательно, функция

N принимает следующий вид: N = N(r) = C2
sinαr

r
.

Далее, N(R) = 0, поэтому sinαR = 0 и αR = kπ для

всех k ∈ Z. Таким образом, N(r) =
Ck

r
sin

kπ

R
r. Поскольку

N(r) > 0 для 0 < r 6 R, то требуемое решение получается
при k = 1, т. е. минимальный радиус R определим следую-

щим образом: R =
π

α
.

Объем области Ω в этом случае определяется однознач-
но по формуле

V =
4π

3
R3 =

4π

3

(π
α

)3
. (3.18)

Следовательно, при заданной величине α существует един-
ственный шар (его радиус R равен π/α), в котором краевая
задача (3.13), (3.15) имеет положительное ограниченное ре-
шение. Это означает, что для шаровой области сформули-
рованная выше экстремальная задача имеет единственное
решение и она сводится к краевой задаче (3.13), (3.15).

3.2.2. Реактор в форме цилиндра. Предположим те-
перь, что реактор представляет собой прямой круговой ци-
линдр радиусом R и высотой 2H. В этом случае процесс
также описывается краевой задачей (3.13), (3.15) с теми
же ограничениями на плотность нейтронов. Требуется най-
ти R и H, определяющие минимальный объем цилиндра,
такие, чтобы эта краевая задача имела ограниченное ре-
шение, удовлетворяющее условию (3.14).

Поместим начало координат в центр цилиндра. В силу
симметрий граничных условий плотность нейтронов N в
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цилиндре можно характеризовать функцией N = N(r, z),
0 6 r 6 R, −H 6 z 6 H, уравнение (3.13) можно записать
в цилиндрических координатах:

1

r

∂

∂r

(
r
∂N

∂r

)
+
∂2N

∂z2
+ α2N = 0. (3.19)

Согласно методу разделения переменных, решение это-
го уравнения ищем в виде

N(r, z) = Φ(r)Ψ(z).

Подставляя эту функцию в уравнение (3.19) и разделяя
переменные, получим

1

Φr

d

dr

(
r
dΦ

dr

)
+ α2 = − 1

Ψ

d2Ψ

dz2
= α2

z,

где αz — неопределенная постоянная. Отсюда приходим к
следующей системе уравнений:

d

dr

(
r
dΦ

dr

)
+ α2

rrΦ = 0,

d2Ψ

dz2
+ α2

zΨ = 0, α2
r + α2

z = α2.

(3.20)

Из граничных условий (3.15) получаем

Φ(R) = 0, Ψ(−H) = Ψ(H) = 0. (3.21)

Общее решение второго уравнения из (3.20) можно пред-
ставить в виде

Ψ(z) = A cosαzz +B sinαzz,

где A и B — произвольные постоянные. Поскольку нас ин-
тересуют лишь положительные решения, то B = 0 и

αzH = π (3.22)

и, следовательно,

Ψ(z) = A cosαzz, A > 0.

Ограниченным решением первого уравнения из (3.20) яв-
ляется функция

Φ(r) = cJ0(αrr),
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где c — произвольная постоянная, а J0 — функция Бесселя
нулевого порядка. Ее можно представить в виде

J0(x) =
∞∑

m=0

(−1)n
x2n

(n!)224n
.

Заметим, что из граничного условия (3.21) следует ра-
венство J0(αrR) = 0. Так как нас интересуют лишь поло-
жительные решения Φ(r), то

αr =
2.405

R
. (3.23)

Положительное решение уравнения (3.19), удовлетво-
ряющее нулевым граничным условиям можно представить
в виде

N(r, z) = A cos
( π
H
z
)
J0

(
2.405

H
r

)
, (3.24)

где A — произвольная положительная постоянная. Объем
цилиндра Ω, согласно формулам (3.22) и (3.23), равен

V = 2πR2H = 2π

(
π

αz

)(
2.405

αr

)2

,

где α2
z + α2

r = α2, или, что то же самое:

(
2.405

αr

)2

+

(
π

αz

)2

= α2. (3.25)

Следовательно, при любых R и H, связанных соотно-
шением (3.25), имеем положительное решение в цилиндре

Ω = {0 6 r 6 R, −H 6 z 6 H},

и это решение можно представить в виде (3.24).
Для того чтобы определить минимальный объем ци-

линдра Ω, формулу (3.25) запишем в виде

V =
2π2a2

α3

(
α2
r + α2

z

α2
z

)1/2(
α2
r + α2

z

α2
z

)
,



44 Гл. 1. Основные определения и примеры

где a = 2.405. Согласно соотношениям (3.22) и (3.23) эту
формулу можно переписать следующим образом:

V =
2π4a2

α3

H

R

[(
R

H

)2

+
(a
π

)2
]1/2

. (3.26)

Обозначим через V0 критический объем шарового реак-
тора, вычисленный в предыдущем пункте настоящего па-
раграфа (см. выражение (3.18)) для значения α, использо-
ванного в формуле (3.26), и введем обозначения

z =
V

V 0
, x =

R

H
, b =

a

π
.

Тогда формулу (3.26) можно записать в виде

z =
3(x2 + b2)3/2

2x
.

Полученная функция достигает своего наименьшего значе-
ния при x = b/

√
2.

Следовательно, цилиндрический реактор имеет наи-
меньший объем при

2R =
√
2Hb ≈ 1.08H.

Величина этого объема равна

V ≈ 1.45V0.

Таким образом, в случае цилиндрической области сфор-
мулированная задача решается однозначно. Однако ответ
получается нетривиальным. Более детальный ее анализ,
а также другие задачи оптимизации нейтронного поля рас-
смотрены в [44].



Глава 2

Принцип максимума для систем

с распределенными параметрами

1. Оптимальное управление системой
гиперболического типа

.

1.1. Постановка задачи. Будем рассматривать си-
стему, описываемую уравнениями:

zixy = fi
(
x, y, p(x, y), u(x, y)

)
, i = 1, . . . , n, (1.1)

здесь обозначено p=
{
z1, . . . , zn, z1x, . . . , znx, z1y, . . . , zny

}

и u=
{
u1, . . . , ur

}
; точка (x, y) принадлежит прямоуголь-

нику Π = { (x, y) : 0 < x < X, 0 < y < Y }.
Пусть далее выполнены условия для i = 1, . . . , n

{
zi(x, 0) = ϕ1

i (x), 0 6 x 6 X;

zi(0, y) = ϕ2
i (y), 0 6 y 6 Y.

(1.2)

Предположим, что u принимает значения на некотором
множестве G ⊂ R

r, где G — область или ее замыкание (воз-
можно, что к области G присоединены не все ее граничные
точки).

Допустимыми управлениями будем считать функции
u = u(x, y), принимающие значения в G, такие, что при
каждом конкретном управлении u задача (1.1)–(1.2) имеет
единственное решение:

zi = zi
(
x, y, u(x, y)

)
, i = 1, . . . , n. (1.3)

Предположим также, что z =
{
z1, . . . , zn

}
обладает всеми

необходимыми производными.

45
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На множестве полученных решений z = z(x, y) при всех
допустимых управлениях определим функционал

S =
n∑

i=1

ci zi(X, Y ), (1.4)

где ci — заданные постоянные

Задача 1.1. Среди всех допустимых управлений най-
ти такое управление, что на соответствующем ему ре-
шении (1.3) задачи (1.1)–(1.2) функционал S вида (1.4) до-
стигает минимального значения.

1.2. Принцип максимума. Введем функцию

H(x, y, ψ, p, u) =

n∑

i=1

ψi fi(x, y, p, u), ψ = {ψ1, . . . , ψn}.

Вспомогательные функции ψi = ψi(x, y), i = 1, . . . , n опре-
делим системой уравнений для i = 1, . . . , n:

ψixy=
∂H

∂zi
− d

dx

(
∂H

∂zix

)
− d

dy

(
∂H

∂ziy

)
, (1.5)

с граничными условиями при i = 1, . . . , n:

ψiy(X, y) +
∂H

∂zix
(X, y) = 0,

ψix(x, Y ) +
∂H

∂ziy
(x, Y ) = 0

(1.6)

и финальными условиями:

ψi(X, Y ) = −ci, i = 1, . . . , n. (1.7)

Справедлив следующий принцип максимума.

Теорема 1.1. (Принцип максимума). Для оптима-

льности управления u = u0(x, y) и соответствующего ему

решения z = z0(x, y) задачи (1.1)–(1.2), т. е. для того,
чтобы они доставляли минимум функционалу S вида (1.4),
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необходимо, а в случае линейности системы (1.1) и доста-

точно, чтобы функция H = H
(
x, y, ψ, p, u

)
удовлетворя-

ла условию
∫∫

Π

[
H
(
x, y, ψ0, p0, u0+∆u

)
−H

(
x, y, ψ0, p0, u0

)]
dx dy6 0.

Здесь p0(x, y) = p(x, y)
∣∣∣
z=z0(x, y)

, функция z = z0(x, y) —

решение задачи (1.1)–(1.2) при оптимальном управлении

u = u0(x, y), а ψ = ψ0(x, y) — решение системы (1.5)–(1.7)
при оптимальном u = u0(x, y).

Доказательство. Равенство∫∫

Π

n∑

i=1

ψi

(
zixy − fi(x, y, p, u)

)
dx dy = 0 (1.8)

справедливо для каждого решения z системы (1.1) при про-
извольных непрерывных функциях ψi = ψi(x, y).

Пусть ∆u — допустимое приращение управления u0.
Это означает, что управление u0+∆u принимает значения
на множестве G и функция ∆u такова, что на управлении
u0 +∆u краевая задача (1.1)–(1.2) имеет единственное ре-
шение, которое обозначим z0+∆z. Соответствующий этому
решению вектор p обозначим p0 + ∆p. Очевидно, что для
функции ∆z =

{
∆z1, . . . , ∆zn

}
справедливы следующие

(см. (1.1)–(1.2)) равенства при i = 1, . . . , n:

∆zixy = fi(x, y, p
0 +∆p, u0 +∆u)− fi(x, y, p

0, u0) (1.9)

и

∆zi(x, 0) = ∆zi(0, y) = 0. (1.10)

Из равенств (1.8) и (1.9) получаем∫∫

Π

[ n∑

i=1

ψ0
i ∆zixy −

n∑

i=1

ψ0
i fi
(
x, y, p0 +∆p, u0 +∆u

)
+

+

n∑

i=1

ψ0
i fi
(
x, y, p0, u0

)]
dx dy = 0.

Используя функцию H, полученное равенство можно за-
писать следующим образом:
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∫∫

Π

{ n∑

i=1

ψ0
i ∆zixy −

[
H
(
x, y, ψ0, p0 +∆p, u0 +∆u

)
−

−H
(
x, y, ψ0, p0, u0

)]}
dx dy = 0. (1.11)

Сумму в (1.11) интегрируем по частям, при этом учтем
условия (1.10) и равенство в (1.7), получаем

n∑

i=1

∫∫

Π

ψ0
i ∆zixy dx dy =

n∑

i=1

{
−ci ∆zi(X, Y )−

−
X∫

0

ψi
0
x(x, Y )∆zi(x, Y ) dx−

Y∫

0

ψi
0
y(X, y)∆zi(X, y) dy+

+

∫∫

Π

ψi
0
xy ∆zi dx dy

}
.

Преобразуем интеграл в (1.11), содержащий функцию H:

∫∫

Π

[
H(x, y, ψ0, p0+∆p, u0+∆u)−H(x, y, ψ0, p0, u0)

]
dx dy=

=

∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy+

+

∫∫

Π

∆pH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy +R.

Здесь введены обозначения

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0)=

=H(x, y, ψ0, p0, u0 +∆u)−H(x, y, ψ0, p0, u0),

∆pH(x, y, ψ0, p0, u0) =

= H(x, y, ψ0, p0+∆p, u0)−H(x, y, ψ0, p0, u0),
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R =

∫∫

Π

[
∆uH(x, y, ψ0, p0 +∆p, u0)−

−∆uH(x, y, ψ0, p0, u0)
]
dx dy.

Используя формулу Тейлора, получаем

∫∫

Π

∆pH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy =

=

n∑

i=1

∫∫

Π

[
∂H

∂zi
∆zi +

∂H

∂zix
∆zix +

∂H

∂ziy
∆ziy

]
dxdy+R1=

=

n∑

i=1





∫∫

Π

[
∂H

∂zi
− d

dx

∂H

∂zix
− d

dy

∂H

∂ziy

]
∆zi dx dy+

+

Y∫

0

[
∂H

∂zix
∆zi

]x=X

x=0

dy +

X∫

0

[
∂H

∂ziy
∆zi

]y=Y

y=0

dx



+R1,

где для 0 < θ < 1

R1 =
1

2

∫∫

Π

3n∑

i,j=1

∂2H(x, y, ψ, p+ θ∆p, u)

∂pi ∂pj
∆pi∆pj dx dy.

Таким образом, используя (1.10), приходим к равенству

∫∫

Π

∆pH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy =

=
n∑

i=1

∫∫

Π

[
∂H

∂zi
− d

dx

(
∂H

∂zix

)
− d

dy

(
∂H

∂ziy

)]
∆zi dx dy+

+

Y∫

0

∂H(X, y)

∂zix
∆zi(X, y) dy+

X∫

0

∂H(x, Y )

∂ziy
∆zi(x, Y ) dx+R1.
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Введем обозначение 〈a, b〉 =
n∑

i=1

aibi. Тогда равенство

(1.11) можно представить в виде

−
n∑

i=1

ci∆zi(X, Y )−
X∫

0

〈
ψ0
x(x, Y )+

∂H(x, Y )

∂zy
, ∆z(x, Y )

〉
dx−

−
Y∫

0

〈
ψ0
y(X, y) +

∂H(X, y)

∂zx
, ∆z(X, y)

〉
dy+

+
n∑

i=1

∫∫

Π

[
ψi

0
xy −

∂H

∂zi
+
d

dx

(
∂H

∂zix

)
+
d

dy

(
∂H

∂ziy

)]
∆zidxdy−

−
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy −R−R1 = 0. (1.12)

Затем учтем, что функции ψ0 удовлетворяют уравнениям
(1.5) и (1.6). Поэтому равенство (1.12) принимает следую-
щий вид:

n∑

i=1

ci∆zi(X, Y )=

= −
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy −R0, (1.13)

где R0 = R+R1.
Левая часть (1.13) есть ∆S — приращение функциона-

ла S. В работе [63] показано, что слагаемое R0 является
малой величиной относительно ∆u более высокого поряд-
ка, чем первое слагаемое в правой части полученного ра-
венства. Таким образом, знак ∆S при интегрально малых
возмущениях управления u0 определяется знаком выраже-

ния −
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy. Поскольку имеет ме-

сто неравенство: −
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy > 0, то
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выполняется ∆S > 0 и, следовательно, функционал S до-
стигает минимума на u0.

Нетрудно показать, что для системы уравнений

zixy =

n∑

r=1

[aik(x, y)zk + bik(x, y)zkx + cik(x, y)zky] +

+

r∑

j=1

dij(x, y)uj(x, y), i = 1, . . . , n,

R = 0 и равенство (1.13) принимает вид

n∑

i=1

ci ∆zi(X, Y ) = −
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy,

из которого следует, что в этом случае необходимые усло-
вия оптимальности являются достаточными.

Теорема полностью доказана.
Рассмотренная задача в некотором смысле является

стандартной. К ней можно свести ряд других задач подоб-
ного типа. Рассмотрим некоторые из них.

1.3. Задачи, приводящиеся к стандартной зада-
че. Пусть процесс описывается скалярным уравнением:

zxy = f(x, y, z, zx, zy, u), (1.14)

в прямоугольнике Π = { (x, y) : 0 < x < X, 0 < y < Y } с
граничными условиями:

z(x, 0) = ϕ1(x), 0 6 x 6 X,

z(0, y) = ϕ2(y), 0 6 y 6 Y.
(1.15)

Допустимые управления u принимают значения на мно-
жестве G, где G представляет собой либо отрезок [a, b],
либо интервал (a, b), либо один из полуинтервалов [a, b),
(a, b]. При этом каждому управлению u = u(x, y) со зна-
чениями из G соответствует единственное решение задачи
(1.14)–(1.15).
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Задача 1.2. Среди всех допустимых управлений най-
ти такое управление, что на соответствующем ему ре-
шении задачи (1.14)–(1.15) функционал J достигает ми-
нимального значения.

I. Предположим, что

J =

∫∫

Π

f0(x, y, z, zx, zy, u) dx dy. (1.16)

Для решения задачи введем вспомогательную функцию:

z0(x, y) =

x∫

0

y∫

0

f0(s, v, z, zs, zv, u) ds dv.

Функция z0 удовлетворяет уравнению

z0xy = f0(x, y, z, zx, zy, u) (1.17)

и граничным условиям:

z0(x, 0) = z0(0, y) = 0, 0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y. (1.18)

Будем рассматривать процесс, описываемый уравнения-
ми (1.14) и (1.17) с граничными условиями (1.15) и (1.18).
Функционал (1.16) имеет следующий вид: J = z0(X, Y ).
Очевидно, что это частный случай рассматриваемого функ-
ционала S = c1z(X, Y ) + c2z0(X, Y ) при c1 = 0 и c2 = 1.

Таким образом, решение задачи 1.2 сводится к решению
задачи 1.1.

II. Пусть задан функционал

J =

X∫

0

f0
(
x, z(x, Y ), zx(x, Y )

)
dx. (1.19)

Далее, вводим вспомогательную функцию:

z0(x, y) =

x∫

0

f0
(
s, z(s, y), zs(s, y)

)
ds.

Для введенной функции z0 справедливо следующее выра-
жение: z0x = f0(x, z(x, y), zx(x, y)). Используя уравнение
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(1.14), получаем

z0xy =
∂f0
∂z

zy +
∂f0
∂zx

f(x, y, z, zx, zy, u). (1.20)

При этом выполняются граничные условия:

z0(0, y) = 0, z0(x, 0) =

x∫

0

f0
(
x, ϕ1, (ϕ1)′

)
dx (1.21)

для 0 6 y 6 Y и 0 6 x 6 X соответственно.
Поэтому можно рассматривать процесс, описываемый

уравнениями (1.14), (1.20) с граничными условиями (1.15)
и (1.21). Функционал (1.19) имеет вид J = z0(X, Y ).

Следовательно, решение задачи 1.2 сводится к реше-
нию задачи 1.1.

III. Для функционала

J =

Y∫

0

f0
(
y, z(X, y), zy(X, y), u

)
dy

введением вспомогательной функции:

z0(x, y) =

y∫

0

f0(v, z(x, v), zv(x, v), u) dv

задачу 1.2 можно свести к задаче 1.1.
IV. Для функционала J = f0(X, Y, z(X, Y ), u), здесь

f0 — некоторая заданная функция, затем введение функ-
ции z0(x, y) = f0(x, y, z(x, y), u) также позволяет свести
решение задачи 1.2 к решению задачи 1.1.

Замечание 1.1. Обратим внимание на тот факт, что,
вообще говоря, не для любого функционала J рассматри-
ваемая процедура может свести решение задачи 1.2 к реше-
нию задачи 1.1. Например, это нельзя сделать для функ-
ционала J = max |z(X, Y )|, где максимум берется по всем
допустимым управлениям.

Замечание 1.2. В рассмотренных примерах приведе-
на формальная процедура сведения различных задач к
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стандартной форме. Для применения принципа максиму-
ма в каждом конкретном случае требуется проверять, вы-
полняются ли все условия в полученной новой задаче, при
которых применим принцип максимума.

2. Принцип максимума для линейных систем

2.1. Анализ принципа максимума. Если система
уравнений (1.1) линейна относительно совокупности пере-
менных z, zx, zy и u, то, как уже отмечалось в теореме 1.1,
условие принципа максимума является и достаточным.

Проанализируем краевую задачу (1.5)–(1.7). Посколь-
ку функция H линейна относительно ψi, i = 1, . . . , n, то
система (1.5) линейна.

Рассмотрим первую систему в (1.6). Поскольку X фик-
сировано, то она представляет собой систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений относительно перемен-
ной y с начальными условиями (1.7). Таким образом, функ-

ции ψ̃i(y) = ψi(X, y), i = 1, . . . , n определяются однознач-
но. Аналогично из (1.6) и (1.7) однозначно определяются

и функции ψ̂i(x) = ψi(x, Y ), i = 1, . . . , n. Таким образом,
имеет место следующая краевая задача для i = 1, . . . , n:

zixy =
∂H

∂ψi
, ψixy =

∂H

∂zi
− d

dx

(
∂H

∂zix

)
− d

dy

(
∂H

∂ziy

)
;

zi(x, 0) = ϕ1
i (x), ψi(x, Y ) = ψ̂i(x), 0 6 x 6 X;

zi(0, y) = ϕ2
i (y), ψi(X, y) = ψ̃i(y), 0 6 y 6 Y.

Функции zi заданы на границе x = 0 и y = 0 прямо-
угольника Π, в то время как функции ψi заданы на грани-
цах x = X и y = Y прямоугольника Π. Тем самым функции
zi и ψi заданы на разных частях границы заданного пря-
моугольника Π.

Проанализируем экстремальные свойства функции H.
Для этого предположим, что система (1.1) линейна. Пусть,
например, дана следующая краевая задача:

zxy = a(x, y) + a1(x, y) z(x, y) + a2(x, y) zx(x, y)+

+ a3(x, y) zy(x, y) + b(x, y)u(x, y) + f
(
x, y

)
;
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z(x, 0) = ϕ1(x), 0 6 x 6 X;

z(0, y) = ϕ2(y), 0 6 y 6 Y.

Заметим, что экстремальные по u свойства функции H за-
висят от слагаемого b ψ u. Проиллюстрируем сказанное.

1. Пусть допустимые управления u = u(x, y) принима-
ют значения на отрезке [−1, 1], т. е. |u| 6 1. Тогда функцио-

нал Φ(u) =

∫∫

Π

bψu dx dy принимает наибольшее значение

по u, если u = sign(bψ).
2. Если допустимые управления зависят только от x,

т. е. u = u(x) и |u| 6 1, тогда

Φ(u) =

∫∫

Π

b ψu(x) dx dy =

X∫

0

u(x)




Y∫

0

b(x, y)ψ(x, y) dy


 dx

и функционал Φ(u) достигает своего наибольшего значения

при u = sign




Y∫

0

b(x, y)ψ(x, y) dy


 .

3. Если допустимые управления зависят только от y,
т. е. u = u(y) и |u| 6 1, то Φ(u) принимает наибольшее

значение при u = sign




X∫

0

b(x, y)ψ(x, y) dx


 .

Замечание 2.1. Для систем с распределенными па-
раметрами можно в качестве допустимых рассматривать
управления u = u(x, y) с более сложными зависимостями
от переменных x и y. Например, допустимыми управления-
ми могут быть функции только вида u = u(x+y) или толь-
ко вида u = u(xy), что невозможно в системах с сосредото-
ченными параметрами, т. к. в них всего одна независимая
переменная.

2.2. Примеры. Рассмотрим несколько примеров.

Пример 2.1. Предположим, что процесс описывается
следующей краевой задачей:
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zxy + 2zx + zy + 2z + u = 0, (x, y) ∈ Π;

z(x, 0) = 0, 0 6 x 6 X;

z(0, y) = 0, 0 6 y 6 Y.

Допустимыми будем считать такие управления u = u(x, y),
что |u| 6 1. Функционал S имеет вид: S = z(X, Y ).

Для решения задачи 1.1 воспользуемся принципом мак-
симума. Строим функцию H = −ψ(2zx+zy+2z+u). Функ-
ция ψ является решением краевой задачи:

ψxy = −2ψ + 2ψx + ψy, (x, y) ∈ Π; (2.1)





ψy(X, y)− 2ψ(X, y) = 0, 0 6 y 6 Y ;

ψx(x, Y )− ψ(x, Y ) = 0, 0 6 x 6 X;

ψ(X, Y ) = −1.

(2.2)

Решая начальную задачу (2.2) для ψ = ψ(X, y), полу-
чаем решение ψ(X, y) = Ce2y. Затем учтем начальное усло-

вие ψ(X, Y ) = −1. Находим ψ(X, y) = −e2(y−Y ). Аналогич-
но решаем начальную задачу для функции ψ = ψ(x, Y ).
Это решение имеет следующий вид: ψ(x, Y ) = −ex−X .

Заметим, что уравнение (2.1) можно представить сле-

дующим образом:
∂

∂x
[ψy − 2ψ] = ψy − 2ψ. Далее, обозна-

чим v = ψy − 2ψ, тогда имеет место уравнение
∂v

∂x
= v и

его решение v = C(y)ex.
Итак, ψy − 2ψ = C(y)ex. Полученное уравнение решим

методом вариации постоянной: ψ = A(x, y) e2y. Тогда

Ay(x, y) e
2y = C(y) ex, A(x, y) = B(x)−ex

Y∫

y

C(s) e−2s ds.

Следовательно,

ψ(x, y) = B(x) e2y − ex
Y∫

y

C(s) e2(y−s) ds;

ψ(X, y) = −e2(y−Y ); ψ(x, Y ) = −ex−X .
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Подставляя граничные значения, определяем функции
B = B(x) и C = C(y). В результате находим функцию
ψ(x, y) = −e(x−X)+2(y−Y ).

Таким образом, Φ(u) =

∫∫

Π

ψ(x, y)u(x, y) dx dy дости-

гает максимального значения при u = −1. Если предполо-
жить, что допустимые управления есть управления вида
u = u(x), |u| 6 1, то

Φ(u) =

∫∫

Π

ψ(x, y)u(x) dx dy =

=−
X∫

0

e(x−X)u(x) dx

Y∫

0

e2(y−Y ) dy =

= −1

2

X∫

0

e(x−X)u(x)
(
1− e−2Y

)
dx.

Поскольку 1 − e−2Y > 0, то функция Φ(u) достигает мак-
симального значения при u = −1.

Пример 2.2. Рассмотрим процесс, описываемый в пря-
моугольнике Π = { (x, y) : 0 < x < 2, 0 < y < 2 } краевой
задачей для функции z = z(x, y) для (x, y) ∈ Π:

zxy = −3zx + 2zy + 6z + (x− y)
(
1− (x− y)2

)
p;

z(x, 0) = 0, 0 6 x 6 2;

z(0, y) = 0, 0 6 y 6 2.

(2.3)

Здесь p = p(y) — управляющая функция и |p| 6 1.
Сформулируем задачу управления: найти управляю-

щую функцию p = p(y), |p| 6 1, такую, что соответству-
ющее ей решение краевой задачи (2.3) доставляет мини-
мум функционалу S = z(2, 2).

В соответствии с принципом максимума приходим к со-
пряженной задаче:

ψxy = 6ψ + 3ψx − 2ψy, (x, y) ∈ Π; (2.4)
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ψx(x, 2) = −2ψ(x, 2), 0 6 x 6 2;

ψy(2, y) = 3ψ(2, y), 0 6 y 6 2;

ψ(2, 2) = −1.

(2.5)

Решение поставленной задачи (2.4)–(2.5) имеет следу-

ющий вид: ψ(x, y) = −e2(2−x)e−3(2−y).
Согласно принципу максимума, чтобы найти оптималь-

ное управление p0 = p0(y), необходимо и достаточно
(
в си-

лу линейности уравнения краевой задачи (2.3)
)
, чтобы на

функции p0 выражение∫∫

Π

ψ(x, y)(x− y)
(
1− (x− y)2

)
p(y) dx dy

принимало максимальное значение. Поскольку |p| 6 1, то
максимум достигается при

p0(y) = −sign
[ 2∫

0

e2(2−x)e−3(2−y)(x− y)
(
1− (x− y)2

)
dx
]
.

Вычислим интеграл в полученном выражении:

−
2∫

0

e2(2−x)e−3(2−y)(x− y)
(
1− (x− y)2

)
dx =

= −e
−6+3y

8

[
4
(
e4−1

)
y3−6

(
e4−5

)
y2+2

(
e4−37

)
y−
(
e4−61

)]
.

График многочлена

J(y) =
1

8

[
4
(
e4− 1

)
y3− 6

(
e4− 5

)
y2+2

(
e4 − 37

)
y−

(
e4 − 61

)]

изображен на рис. 2.2.1. Многочлен J = J(y) на отрезке
[0, 2] имеет два нуля: a ≈ 0.249 и b ≈ 1.236. Это и есть точки
переключения оптимального управления p0. Поэтому

p0(y) =





−1, 0 < y < a;

1, a < y < b;

−1, b < y < 2.

График оптимального управления изображен на рис. 2.2.1.
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Рис. 2.2.1

Пример 2.3. Процесс описывается краевой задачей:

zxy = −2z+2zy + zx+ cp, 0 < x < 1, 0 < y < 2. (2.6)

Здесь c — заданная функция, а p — управляющая функ-
ция. При этом класс допустимых управлений пока не будем
определять. Начальные условия имеют вид:

z(0, y) = z(x, 0) = 0, 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 2. (2.7)

Сформулируем задачу: найти управление p = p(x, y)
такое, что соответствующее ему решение z = z(x, y)
краевой задачи (2.6)–(2.7) доставляло бы минимум функ-
ционалу S = az(1, 2).

Воспользуемся принципом максимума. Введем функ-
цию H = ψ

(
−2z + 2zy + zx + cp

)
и в соответствии с прин-

ципом максимума составим сопряженную систему:

ψxy =
∂H

∂z
− d

dx

(
∂H

∂zx

)
− d

dy

(
∂H

∂zy

)
(2.8)

для 0 < x < 1, 0 < y < 2. Далее

ψx(x, 2) = −∂H(x, 2)

∂zy
, ψy(1, y) = −∂H(1, y)

∂zx
, (2.9)



60 Гл. 2. Принцип максимума

ψ(1, 2) = −a. (2.10)

Тогда уравнение (2.8), с учетом вида функции H, при-
нимает вид

ψxy = −2ψ − ψx − 2ψy , 0 < x < 1, 0 < y < 2. (2.11)

Граничные условия (2.9) перепишем следующим образом:

ψx(x, 2) = −2ψ(x, 2), 0 6 x 6 1; (2.12)

ψy(1, y) = −ψ(1, y), 0 6 y 6 2. (2.13)

Решаем задачи Коши (2.12) и (2.10), а также (2.13) и
(2.10), получаем следующие решения:

ψ(x, 2) = −ae−2(x−1), 0 6 x 6 1; (2.14)

ψ(1, y) = −ae−(y−2), 0 6 y 6 2. (2.15)

Перепишем уравнение (2.11):
∂

∂x

(
ψy+ψ

)
= −2

(
ψy+ψ

)
.

Тогда выполняется ψy + ψ = C(y)e−2(x−1), решая получен-
ное уравнение, а также из выражений (2.10), (2.14) и (2.15)

находим функцию ψ: ψ(x, y) = −a e−2(x−1) · e−(y−2).
Таким образом, надо найти управляющую функцию p,

на которой функционал

1∫

0

2∫

0

H
(
ψ, z, zx, zy, p) dy dx при-

нимает максимальное значение. Однако от p = p(x, y) за-
висит только одно слагаемое, поэтому ищем такую управ-
ляющую функцию p = p(x, y), на которой

−a
1∫

0

2∫

0

e−2(x−1) · e−(y−2) · c(x, y) · p(x, y) dy dx→ max .

Рассмотрим возможные частные случаи.
1) Пусть a > 0, а допустимые управления p = p(x, y)

ограничены, т. е.
∣∣p(x, y)

∣∣ 6 A. Тогда
1∫

0

2∫

0

e−2(x−1) · e−(y−2) · c(x, y) · p(x, y) dy dx→ min .

Поскольку e−2(x−1)·e−(y−2) > 0, то оптимальное управление
p0 имеет следующий вид: p0(x, y) = −A sign

[
c(x, y)

]
.
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2) Предположим, что a < 0, а допустимые управляю-
щие функции p = p(x, y) ограничены, т. е.

∣∣p(x, y)
∣∣ 6 A.

Оптимальное управление p0: p0(x, y) = A sign
[
c(x, y)

]
.

3) Пусть a > 0, а допустимые управления имеют вид
p = p(x) и

∣∣p(x)
∣∣ 6 A. Имеем оптимальное управление p0:

p0(x) = −A sign




2∫

0

e−(y−2)c(x, y) dy


 .

Аналогично можно рассмотреть и случай p = p(y).
4) Справедливо a > 0, а допустимые управления имеют

следующий вид: p = p(x+ y) и ограничены |p| 6 A. Выпол-

нено

1∫

0

2∫

0

e−2(x−1) · e−(y−2) · c(x, y) · p(x+ y) dy dx→ min .

Сделаем замену z = x+ y, тогда

1∫

0

2∫

0

e−2(x−1) · e−(y−2) · c(x, y) · p(x+ y) dy dx =

=

2∫

0

dy

y+1∫

y

e−2z+y+4 · p(z) c(z − y, y) dz =

=

1∫

0

e−2zp(z) dz

z∫

0

ey+4c(z − y, y) dy+

+

2∫

1

e−2zp(z) dz

z∫

z−1

ey+4c(z − y, y) dy+

+

3∫

2

e−2zp(z) dz

2∫

z−1

ey+4c(z − y, y) dy.

Следовательно, оптимальное управление p0 определя-
ется следующим образом:
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p0(z)=





p10(z) = −A sign
[ z∫

0

eyc(z − y, y) dy
]
, 0 6 z < 1;

p20(z) = −A sign
[ z∫

z−1

eyc(z − y, y) dy
]
, 1 6 z 6 2;

p30(z) = −A sign
[ 2∫

z−1

eyc(z − y, y) dy
]
, 2 6 z 6 3.

Теперь учтем, что z = x+ y, т. е. найденная оптималь-
ная управляющая функция p0 зависит от переменных x и
y. Тогда прямоугольник Π = { (x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 2 }
разбивается на три области: Π1, Π2 и Π3, на которых функ-
ция p0 принимает значения p10, p

2
0 и p30 соответственно (см.

рис. 2.2.2).

Рис. 2.2.2

Конкретизируем последний случай 4). Пусть A = 1 и
функция c задана следующим образом: c = sinπ(x + 2y).
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Тогда p0(z) = sign J(z), где J = J(z) имеет следующий вид:

Рис. 2.2.3





ez

π2 + 1

[
π cos 2πz − sin 2πz

]
− 1

π2 + 1

[
π cos πz − sinπz

]
,

0 6 z 6 1;

ez

π2 + 1

[
π cos 2πz − sin 2πz

](
1 +

1

e

)
, 1 6 z 6 2;

e2

π2 + 1

[
π cosπz − sinπz

]
+

ez−1

π2 + 1

[
π cos 2πz − sin 2πz

]
,

2 6 z 6 3.

График функции J = J(z) представлен на рис. 2.2.3. На
этом графике точки A = (a, 0), B = (b, 0), C = (c, 0) и
D = (d, 0) имеют абсциссы, равные:

a ≈ 0.642, b ≈ 1.201, c ≈ 1.701, d ≈ 2.305.

Далее учтем, что z = x + y, поэтому прямоугольник
Π разбивается на пять областей Π1, Π2, Π3, Π4 и Π5 (см.
рис. 2.2.4).
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Рис. 2.2.4

Таким образом, оптимальное управление p0 = p0(x+ y)
принимает следующие значения:

p0(x+ y) =

{
−1, (x, y) ∈ Π1, Π3, Π5;

1, (x, y) ∈ Π2, Π4.

Пример 2.4. Пусть функция z = z(x, y) удовлетворяет
краевой задаче в Π = { (x, y) : 0 < x < 2, 0 < y < 2 }:

zxy = zx + 4zy − 4z + (x2 − 1) exp, (x, y) ∈ Π;

z(x, 0) = 0, 0 6 x 6 2;

z(0, y) = 0, 0 6 y 6 1,

(2.16)

при этом допустимые управления вида p = p(x + y) огра-
ничены |p| 6 1.

Требуется найти функцию p = p(x + y), |p| 6 1, для
которой решение z = z(x, y) краевой задачи (2.16) достав-
ляло бы минимум функционалу S = z(2, 1).

Воспользуемся принципом максимума. Введем вспомо-
гательную функцию H = ψ

(
zx + 4zy − 4z + (x2 − 1) exp

)
.
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В соответствии с принципом максимума получаем сопря-
женную систему:

ψxy = −4ψ − ψx − 4ψy , (x, y) ∈ Π; (2.17)
ψx(x, 1) = −4ψ(x, 1), 0 6 x 6 2;

ψy(2, y) = −ψ(2, y), 0 6 y 6 1;

ψ(2, 1) = −1.

(2.18)

Найдем решения задач (2.18):
ψ(x, 1) = −e8−4x, 0 6 x 6 2;

ψ(2, y) = −e1−y, 0 6 y 6 1.
(2.19)

Перепишем уравнение (2.17):
∂

∂x

(
ψy + ψ

)
= −4

(
ψy + ψ

)
.

Тогда выполняется ψy + ψ = C(y) e8−4x. Решим получен-
ное уравнение, используя выражения (2.19) и ψ(2, 1) = −1.
Находим функцию ψ = ψ(x, y): ψ(x, y) = −e8−4xe1−y.

Таким образом, надо найти функцию p = p(x + y), на

которой функционал

∫∫

Π

H
(
ψ, z, zx, zy, p

)
dx dy принима-

ет максимальное значение, т. е.
∫∫

Π

e8−4xe1−y(x2 − 1) exp(x+ y) dx dy → min
|p|61

.

Сделаем замену z = x+ y, тогда

2∫

0

x+1∫

x

e8−4xe1−z+x(x2 − 1) exp(z) dx dz =

= e8

{ 1∫

0

e−zp(z) dz

z∫

0

e−2x(x2 − 1) dx+

+

2∫

1

e−zp(z) dz

z∫

z−1

e−2x(x2 − 1) dx+

+

3∫

2

e−zp(z) dz

2∫

z−1

e−2x(x2 − 1) dx

}
.
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Оптимальное управление p0 = p0(z) определяется следую-
щим образом:

p0(z) =





−sign

[ z∫

0

e−2x(x2 − 1) dx

]
, 0 6 z 6 1;

−sign

[ z∫

z−1

e−2x(x2 − 1) dx

]
, 1 6 z 6 2;

−sign

[ 2∫

z−1

e−2x(x2 − 1) dx

]
, 2 6 z 6 3.

Учитывая, что

∫
e−2x(x2−1) dx = −1

4
e−2x(2x2+2x−1),

находим p0(z) = signJ(z), 0 6 z 6 3, где

J(z) =





1

4

[
e−2z(2z2 + 2z − 1) + 1

]
, 0 6 z 6 1;

e−2z

4

[
2(1 − e2)z2 + 2(1 + e2)z − (1− e2)

]
,

1 6 z 6 2;
1

4

[
11e−4 − e−2z+2(2z2 − 2z − 1)

]
, 2 6 z 6 3.

График функции J = J(z) для 0 6 z 6 3 представлен
на рис. 2.2.5. Точка a переключения управления равна

a =
1 + e2 +

√
3e4 − 2e2 + 3

2(e2 − 1)
≈ 1.62.

Вспомним, что z = x+y и функция p0 = p0(x+y) опре-
делена на прямоугольнике Π. Этот прямоугольник разби-
вается на две области Π1 и Π2, на которых функция p0
принимает значения 1 и −1 соответственно (см. рис. 2.2.5).

Пример 2.5. Рассмотрим процесс, описываемый в пря-
моугольнике Π = { (x, y) : 0 < x < π, 0 < y < π } краевой
задачей для функции z = z(x, y):




zxy = −3zx + 2zy + 6z + (x− y)p, (x, y) ∈ Π;

z(x, 0) = 0, 0 6 x 6 X;

z(0, y) = 0, 0 6 y 6 Y.

(2.20)
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Рис. 2.2.5

Здесь p = p(y) — управляющая функция и |p| 6 1.
Сформулируем задачу управления. Найти управляю-

щую функцию p = p(y), |p| 6 1, такую, что соответству-
ющее ей решение краевой задачи (2.3) доставляет мини-
мум функционалу S = sin(X − Y )z(X,Y ).

Введем вспомогательную функцию:

H = ψ
(
−3zx + 2zy + 6z + (x− y) p

)
.
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В соответствии с принципом максимума получаем сопря-
женную систему:

ψxy = 6ψ + 3ψx − 2ψy, (x, y) ∈ Π; (2.21)

ψx(x, Y ) = 2ψ(x, Y ), 0 6 x 6 X;

ψy(X, y) = −3ψ(X, y), 0 6 y 6 Y ;

ψ(X, Y ) = − sin(X − Y ).

(2.22)

Найдем решения задач (2.22):

ψ(x, Y ) = −e−2(X−x) sin(X − Y ), 0 6 x 6 X;

ψ(X, y) = −e3(Y−y) sin(X − Y ), 0 6 y 6 Y.
(2.23)

Перепишем (2.21):
∂

∂x

(
ψy − 3ψ

)
= −2

(
ψy − 3ψ

)
. То-

гда выполняется ψy − 3ψ = C(y) e−2(X−x). Решим полу-
ченное уравнение, используя выражения (2.23) и равенство
ψ(X, Y ) = − sin(X−Y ). Находим выражение для функции

ψ = ψ(x, y): ψ(x, y) = −e−2(X−x)e3(Y −y) sin(X − Y ).
Таким образом, надо найти функцию p = p(x + y), на

которой функционал

∫∫

Π

H
(
ψ, z, zx, zy, p

)
dx dy принима-

ет максимальное значение, т. е.

sin(X − Y )

∫∫

Π

e−2(X−x)e3(Y−y) (x− y) p(y) dx dy → max
|p|61

.

Это соотношение можно представить в виде

sin(X − Y )

Y∫

0

e3(Y−y) p(y)

X∫

0

e−2(X−x)(x− y) dx dy → max
|p|61

.

Отсюда следует, что оптимальное по функционалу S управ-
ление определяется по формуле для 0 6 y 6 Y :

p0(y) = sign





X∫

0

(x− y) e−2(X−x) dx sin(X − Y )



 .
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Вычислим интеграл, находим для 0 6 y 6 Y :

p0(y) = sign

{
1

2

(
X −

(
y +

1

2

)(
1− e−2X

))
sin(X − Y )

}
.

Пример 2.6. Вновь рассмотрим управляемый процесс,
который описывается соотношениями (2.20). Критерием оп-
тимальности возьмем функционал

J =

X∫

0

Y∫

0

sin(x− y) z(x, y) dy dx,

допустимыми управлениям будем брать функции p = p(y),
|p| 6 1.

В соответствии с теорией вводим функцию z0 = z0(x, y)
следующими соотношениями:

z0xy = sin(x− y) z(x, y),

z0(x, 0) = 0, 0 6 x 6 X,

z0(0, y) = 0, 0 6 y 6 Y.

Для получения условий оптимальности строим функ-
цию H, которая в рассматриваемом случае имеет вид

H = ψ0 sin(x− y) z + ψ (−3zx + 2zy + 6z + (x− y) p) .

Составляем уравнения, определяющие функции ψ0 и ψ:

ψ0xy = 0, ψ0x(x, Y ) = 0, ψ0y(X, y) = 0,

ψ0(X, y),= −1, 0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y.

ψxy = ψ0 sin)(x− y) + 6ψ − 2ψx + 3ψy,

ψx(x, Y ) = 3ψ(x, Y ), ψy(X, y) = −2ψ(X, y),

ψ(X,Y ) = 0, 0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y.

(2.24)

Следовательно, ψ0(x, y) = −1.
Далее решаем краевую задачу (2.24) при найденной

функции ψ0(x, y). Из граничных условий получаем

ψ(x, Y ) = ψ(X, y) = 0, 0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y. (2.25)
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Уравнение из (2.24) записываем в виде

∂

∂x
(ψy + 2ψ)− 3(ψy + 2ψ) = − sin)(x− y).

Полагая ψy + 2ψ = z, получаем уравнение

zy − 3z = −sin(x− y), 0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y.

Общее решение этого уравнения можно представить в виде

z0(x, y) = C(x)e3(y−Y ) +

Y∫

y

e3(y−s) sin(x− s) ds.

Решая уравнение ψy+2ψ = z0 с учетом граничных усло-
вий (2.25), получаем

ψ(x, y) = −
X∫

x

Y∫

y

e3(y−s)−2(x−t) sin(t− s) ds dt (2.26)

Согласно условию максимума функции H, на оптимальном
управлении имеем

X∫

0

Y∫

0

ψ(x, y)(x − y)(p(y) dy dx = max .

Учитывая формулу (2.26), находим, что оптимальное управ-
ление имеет вид:

p(y)=sign



−

X∫

0

(x− y)

X∫

x

Y∫

y

e3(y−s)−2(x−t) sin(t− s) ds dt dx



 .

3. Обобщение стандартной задачи

3.1. Постановка задачи. Рассмотрим управляемый
процесс, который описывается уравнениями:

zixy = fi
(
x, y, p(x, y), u(x, y)

)
, i = 1, . . . , n, (3.1)

где

z =
{
z1, . . . , zn

}
, p =

{
z, zx, zy

}
, u =

{
u1, . . . , ur

}
,

(x, y) ∈ Π, Π = {(x, y) : 0 < x < X, 0 < y < Y }.
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Пусть далее выполняется




zix(x, 0) = f1i (x, z(x, 0), v), 0 6 x 6 X,

ziy(0, y) = f2i (y, z(0, y), w), 0 6 y 6 Y,

zi(0, 0) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

(3.2)

здесь v = {v1, . . . , vs}, w = {w1, . . . , wt}.
Предположим, что u принимает значения на некотором

множестве G ⊂ R
r, где G — область или ее замыкание (воз-

можно, что к области G присоединены не все ее граничные
точки). Предполагаем, что v = {v1, . . . , vs} ∈ G1 ⊂ R

s, а
w = {w1, . . . , wt} ∈ G2 ⊂ R

t.
При этом допустимыми управлениями будем считать

такие функции ω = ω(x, y) = {u(x, y), v(x), w(y)}, которые
принимают значения в G × G1 × G2 и удовлетворяют сле-
дующим условиям:

1) u ∈ Lr(Π), v ∈ Ls[0, X], w ∈ Lt[0, Y ], т. е.
∫∫

Π

r∑

i=1

∣∣ui(x, y)
∣∣ dx dy <∞,

X∫

0

s∑

i=1

∣∣vi(x)
∣∣ dx <∞,

Y∫

0

t∑

i=1

∣∣wi(y)
∣∣ dy <∞;

(3.3)

2) при каждом управлении ω задача (3.1)–(3.2) имеет
единственное решение zi = zi

(
x, y, ω(x, y)

)
, i = 1, . . . , n.

Будем предполагать также, что z обладает всеми необ-
ходимыми производными. На множестве полученных ре-
шений z определим функционал

S =

n∑

i=1

[
ci zi(X, Y ) + c1i zi(X, 0) + c2i zi(0, Y )

]
, (3.4)

где ci, c
1
i , c

2
i — заданные постоянные, i = 1, . . . , n.

Задача 3.1. Среди всех допустимых управлений ω най-
ти такое управление ω0(x, y) = {u0(x, y), v0(x), w0(y)},
что на соответствующем решении z = z

(
x, y, ω0(x, y)

)

задачи (3.1)–(3.2) функционал S достигает минимально-
го значения.
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3.2. Принцип максимума. Введем функции:

H(x, y, ψ, p, u) =
n∑

i=1
ψi fi(x, y, p, u), (x, y) ∈ Π̄,

h1(x, φ, z(x, 0), v) =
n∑

i=1

φi f
1
i (x, z(x, 0), v), 0 6 x 6 X,

h2(y, χ, z(0, y), w) =

n∑

i=1

χi f
2
i (y, z(0, y), w), 0 6 y 6 Y,

здесь использованы такие обозначения: ψ = {ψ1, . . . , ψn},
φ = {φ1, . . . , φn} и χ = {χ1, . . . , χn}.

Вспомогательные функции ψi = ψi(x, y), i = 1, . . . , n
определим системой уравнений

ψixy =
∂H

∂zi
− d

dx

(
∂H

∂zix

)
− d

dy

(
∂H

∂ziy

)
, i = 1, . . . , n, (3.5)

с граничными условиями для i = 1, . . . , n:
[
ψix +

∂H

∂ziy

]
(x, Y ) = 0, 0 6 x 6 X;

[
ψiy +

∂H

∂zix

]
(X, y) = 0, 0 6 y 6 Y,

(3.6)

и финальными условиями

ψi(X, Y ) = −ci. (3.7)

Функции φ и χ определим с помощью следующих задач
Коши для i = 1, . . . , n:

dφi
dx

+
∂h1

∂zi
=
[
ψix(x, 0) +

∂H

∂ziy

∣∣∣∣
(x,0)

]
,

φi(X)− ψi(X, 0) = −c1i ,
dχi

dy
+
∂h2

∂zi
=
[
ψiy(0, y) +

∂H

∂zix

∣∣∣∣
(0,y)

]
,

χi(Y )− ψi(0, Y ) = −c2i .

(3.8)

Справедлив принцип максимума.

Теорема 3.1. Для того чтобы управление ω=ω0(x, y)
было оптимальным, т. е. доставляло минимум функци-
оналу (3.4), необходимо, а в случае линейности системы
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(3.1)–(3.2) и достаточно, чтобы функции H, h1 и h2 удо-

влетворяли следующим условиям :1∫∫

Π

∆uH
(
x, y, ψ0, p0, u0

)
dx dy 6 0, (3.9)

X∫

0

∆vh
1
(
x, φ0, z0(x, 0), v0

)
dx 6 0, (3.10)

Y∫

0

∆wh
2
(
y, χ0, z0(0, y), w0

)
dy 6 0. (3.11)

Здесь p0(x, y) = p(x, y)
∣∣∣
z=z0(x, y)

, функция z = z0(x, y) —

решение задачи (3.1)–(3.2) при оптимальном управлении

ω = ω0, а функции ψ = ψ0, φ = φ0, χ = χ0 — решение
системы (3.5)–(3.8) при оптимальном ω = ω0.

Доказательство. Доказательство основывается на
следующем равенстве:∫∫

Π

n∑

i=1

ψi

[
zixy − fi(x, y, p, u)

]
dx dy+

+

X∫

0

n∑

i=1

φi
[
zix(x, 0) − f1i (x, z(x, 0), v)

]
dx+

+

Y∫

0

n∑

i=1

χi

[
ziy(0, y) − f2i (y, z(0, y), w)

]
dy = 0,

которое справедливо для каждого решения z краевой за-
дачи (3.1)–(3.2). Его можно представить в виде

1Здесь приращения функций берутся по указанной в ∆
переменной.
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∫∫

Π

[ n∑

i=1

ψizixy −H(x, y, ψ, p, u)
]
dx dy+

+

X∫

0

[ n∑

i=1

φizix(x, 0)− h1(x, φ, z(x, 0), v)
]
dx+

+

Y∫

0

[ n∑

i=1

χiziy(0, y)− h2(y, χ, z(0, y), w)
]
dy = 0. (3.12)

Пусть ω0 — оптимальное управление и z0 — соответ-
ствующее ему решение задачи (3.1)–(3.2), а ψ0, φ0, χ0 —
соответствующее ему решение задачи (3.5)–(3.8).

Пусть, далее, ∆ω — допустимое приращение управле-
ния ω0. Это означает, что управление ω0 +∆ω принимает
значения в G×G1 ×G2 и функция ∆ω такова, что задача
(3.1)–(3.2) на управлении ω = ω0 +∆ω имеет единственное
решение. Его обозначим z0 +∆z. Соответствующий этому
решению вектор p обозначим p0 + ∆p. Очевидно, что для
приращения ∆z =

{
∆z1, . . . , ∆zn

}
справедливы следую-

щие тождества
(
см. (3.1)–(3.2)

)
:

∆zixy = fi(x, y, p
0 +∆p, u0 +∆u)−
− fi(x, y, p

0, u0), (x, y) ∈ Π; (3.13)

∆zix(x, 0) = f1i (x, z
0(x, 0) + ∆z(x, 0), v0 +∆v)−

− f1i (x, z
0(x, 0), v0), 0 6 x 6 X; (3.14)

∆ziy(0, y) = f2i (y, z
0(0, y) + ∆z(0, y)w0 +∆w)−

− f2i (y, z
0(0, y), w0), 0 6 y 6 Y ; (3.15)

∆zi(0, 0) = 0, i = 1, . . . , n. (3.16)

Так же как и в стандартной задаче, сначала вычислим
приращение функционала S на решении краевой задачи
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(3.13)–(3.16), т. е. вычислим величину

∆S=
n∑

i=1

[
ci ∆zi(X, Y )+c1i ∆zi(X, 0)+c

2
i ∆zi(0, Y )

]
. (3.17)

В соответствии с равенством (3.12) справедливо равенство

∫∫

Π

[ n∑

i=1

ψi∆zixy −∆H(x, y, ψ, p0, u0)
]
dx dy+

+

X∫

0

[ n∑

i=1

φi∆zix(x, 0)−∆h1(x, φ, z0(x, 0), v0)
]
dx+

+

Y∫

0

[ n∑

i=1

χi∆ziy(0, y)−∆h2(y, χ, z0(0, y), w0)
]
dy=0 (3.18)

при произвольных вектор-функциях ψ, φ, χ. Здесь введены
следующие обозначения: ∆H(x, y, ψ, p0, u0) — прираще-
ние функции H, соответствующее приращениям аргумен-
тов ∆p и ∆u; ∆h1(x, φ, z0(x, 0), v0) — приращение функции
h1, соответствующее приращениям аргументов ∆z(x, 0) и
∆v и, наконец, ∆h2(y, χ, z0(0, y), w0) — приращение функ-
ции h2, соответствующее приращениям аргументов ∆z(0, y)
и ∆w.

Скалярное произведение векторов a = {a1, . . . , an} и
b = {b1, . . . , bn} будем обозначать через 〈a, b〉 , а через ax и
ay будем обозначать векторы {a1x, . . . , anx} и {a1y, . . . , any}
соответственно.

Преобразуем интегралы от первых слагаемых в подын-
тегральных выражениях равенства (3.18):

∫∫

Π

〈ψ,∆zxy〉 dx dy =

=

X∫

0

〈ψ,∆zx〉
∣∣∣
Y

y=0
dx−

∫∫

Π

〈ψy,∆zx〉 dx dy =
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=
[
〈ψ,∆z〉

∣∣∣
Y

y=0

]∣∣∣
X

x=0
−
[ X∫

0

〈ψx,∆z〉
∣∣∣
Y

y=0
dx+

+

Y∫

0

〈ψy,∆z〉
∣∣∣
X

x=0
dy
]
+

∫∫

Π

〈ψxy,∆z〉 dx dy. (3.19)

Аналогично получаем, учитывая условие (3.16):

X∫

0

〈φ, ∆zx(x, 0)〉 dx =

=
〈
φ(X),∆z(X, 0)

〉
−

X∫

0

〈
φ′, ∆z(x, 0)

〉
dx;

Y∫

0

〈χ(y),∆zy(0, y)〉 dy =

=
〈
χ(Y ),∆z(0, Y )

〉
−

Y∫

0

〈
χ′, ∆z(0, y)

〉
dy.

(3.20)

Преобразуем теперь слагаемые в (3.18), содержащие H,
h1 и h2.
∫∫

Π

[
H(x, y, ψ, p0 +∆p, u0 +∆u)−H(x, y, ψ, p0, u0)

]
dxdy=

=

∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ, p0, u0) dx dy+

+

∫∫

Π

∆pH(x, y, ψ, p0, u0) dx dy +R. (3.21)

Здесь2

2Обозначения ∆uH и ∆pH — приращения функции H по пере-
менной u и p соответственно.
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R =

∫∫

Π

[
∆uH(x, y, ψ, p0 +∆p, u0)−

−∆uH(x, y, ψ, p0, u0)
]
dxdy. (3.22)

Аналогично находим

X∫

0

∆h1(x, φ, z0(x, 0), v0) dx =

X∫

0

[
∆zh

1(x, φ, z0(x, 0), v0)+

+∆vh
1(x, φ, z0(x, 0), v0)

]
dx+R1; (3.23)

Y∫

0

∆h2(x, χ, z0(0, y), w0) dy=

Y∫

0

[
∆zh

2(y, χ, z0(0, y), w0)+

+∆wh
2(y, χ, z0(0, y), w0)

]
dy +R2, (3.24)

где использованы следующие обозначения3:

R1 =

X∫

0

[
∆vh

1(x, φ, z0 +∆z, v0)−

−∆vh
1(x, φ, z0, v0)

]
dx;

R2 =

Y∫

0

[
∆wh

2(y, χ, z0 +∆z, w0)−

−∆wh
2(y, χ, z0, w0)

]
dy.

(3.25)

Из формулы Тейлора и интегрирования по частям по-
лучаем
∫∫

Π

∆pH(x, y, ψ, p0, u0) dx dy =

3Обозначение ∆zh
i — приращение функции hi по переменной z

для i = 1, 2; обозначения ∆vh
1 и ∆wh

2 — приращения функций h1 и
h2 по переменным v и w соответственно.
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=
n∑

i=1

{∫∫

Π

[∂H
∂zi

− d

dx

( ∂H
∂zix

)
− d

dy

( ∂H
∂ziy

)]
∆zi dx dy+

+

Y∫

0

[ ∂H
∂zix

∆zi

]∣∣∣∣∣

X

x=0

dy +

X∫

0

[ ∂H
∂ziy

∆zi

]∣∣∣∣∣

Y

y=0

dx

}
+R1, (3.26)

где для 0 < θ < 1

R1=
1

2

∫∫

Π

3n∑

i,j=1

∂2H(x, y, ψ, p+θ∆p, u)

∂pi ∂pj
∆pi∆pjdxdy. (3.27)

Используя формулы (3.19), (3.21), (3.26), условие (3.16),
первый интеграл в формуле (3.18) можно представить в
следующем виде4:

∫∫

Π

[ n∑

i=1

ψi∆zixy −∆H(x, y, ψ, p0, u0)
]
dx dy =

= 〈ψ, ∆z〉(X, Y ) − 〈ψ, ∆z〉(X, 0) − 〈ψ, ∆z〉(0, Y )−

−
[ X∫

0

〈
ψx +

∂H

∂zy
,∆z

〉∣∣∣∣∣

Y

y=0

dx+

Y∫

0

〈
ψy +

∂H

∂zx
,∆z

〉∣∣∣∣∣

X

x=0

dy

]
+

+

∫∫

Π

n∑

i=1

[
ψixy −

∂H

∂zi
+

d

dx

∂H

∂zix
+

d

dy

∂H

∂ziy

]
∆zi dx dy−

−
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ, p0, u0) dx dy −R−R1.

Учитывая, что функции ψi удовлетворяют уравнениям
(3.5), (3.6) и условиям (3.7), полученное равенство можно
переписать

4Здесь выражение 〈·, ·〉(X,Y ) означает, что значение скалярного

произведения берется в точке с координатами (X, Y ) и т. п.
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∫∫

Π

[ n∑

i=1

ψi∆zixy −∆H(x, y, ψ, p0, u0)
]
dx dy =

= −
n∑

i=1

ci∆zi(X, Y )− 〈ψ, ∆z〉(X, 0) − 〈ψ, ∆z〉(0, Y )+

+

X∫

0

〈
ψx +

∂H

∂zy
,∆z

〉

(x, 0)

dx+

Y∫

0

〈
ψy +

∂H

∂zx
,∆z

〉

(0, y)

dy−

−
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ, p0, u0) dx dy −R−R1. (3.28)

Аналогично преобразуем два оставшихся интеграла в
равенстве (3.18). Находим, используя выражения (3.23) и
(3.24):

X∫

0

∆h1(x, φ, z0(x, 0), v0) dx =

=

X∫

0

[ n∑

i=1

∂h1

∂zi
+∆vh

1(x, φ, z0(x, 0), v0)
]
dx+

+R1 +R1
1, (3.29)

Y∫

0

∆h2(y, χ, z0(0, y), w0)
]
dy =

=

Y∫

0

[ n∑

i=1

∂h2

∂zi
+∆wh

2(y, χ, z0(0, y), w0)
]
dy+

+R2 +R2
1. (3.30)
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В выражениях (3.29) и (3.30) использованы для 0 < θ1 < 1
и 0 < θ2 < 1 следующие обозначения:

R1
1=

1

2

X∫

0

n∑

i,j=1

∂2h1

∂zi ∂zj
(x, φ, z0+θ1∆z, v

0)∆zi ∆zj dx, (3.31)

здесь z0i = z0i (x, 0) и ∆zi = ∆zi(x, 0),

R2
1=

1

2

Y∫

0

n∑

i,j=1

∂2h2

∂zi ∂zj
(y, χ, z0+θ2∆z, w

0)∆zi ∆zj dy, (3.32)

где обозначено z0i = z0i (0, y) и ∆zi = ∆zi(0, y).
Преобразуем второе и третье слагаемые в равенстве

(3.18), используя выражения (3.20), (3.29) и (3.30).
X∫

0

[
〈φ, ∆zx(x, 0)〉 −∆h1(x, φ, z0(x, 0), v0

]
dx =

= 〈φ(X), ∆z(X, 0)〉 −
X∫

0

[〈
φ′ +

∂h1

∂z
, ∆z(x, 0)

〉
+

+∆vh
1(x, φ, z0(x, 0), v0)

]
dx−R1 −R1

1; (3.33)

Y∫

0

[
〈χ, ∆zy(0, y)〉 −∆h2(y, χ, z0(0, y), w0

]
dy =

= 〈χ(Y ), ∆z(0, Y )〉 −
Y∫

0

[〈
χ′ +

∂h2

∂z
, ∆z(0, y)

〉
+

+∆wh
2(x, χ, z0(0, y), w0)

]
dy −R2 −R2

1. (3.34)

В (3.28), (3.33) и (3.34) подставим ψ = ψ0, φ = φ0 и
χ = χ0 соответственно. Полученные формулы используем
в (3.18):
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−
n∑

i=1

ci∆z(X, Y )−
〈
ψ0(X, 0)− φ0(X), ∆z(X, 0)

〉
−

−
〈
ψ0(0, Y )− χ0(Y ), ∆z(0, Y )

〉
+

+

X∫

0

〈
ψx(x, 0) +

∂H

∂zy

∣∣∣
y=0

−(φ0)′ − ∂h1

∂z
, ∆z(x, 0)

〉
dx−

−
Y∫

0

〈
ψy(0, y) +

∂H

∂zx

∣∣∣
x=0

−(χ0)′ − ∂h2

∂z
, ∆z(0, y)

〉
dy−

−
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0,u0)dxdy −
X∫

0

∆vh
1(x, φ0,∆z(x, 0),v0)dx−

−
Y∫

0

∆wh
2(y, χ0, ∆z(0, y), w0) dx− Φ = 0. (3.35)

Здесь
Φ = R+R1 +R1 +R1

1 +R2 +R2
1. (3.36)

Тогда с учетом уравнений (3.5)–(3.8) и выражения (3.17)
равенство (3.35) можно представить в виде

∆S = −
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy−

−
X∫

0

∆vh
1(x, φ0, ∆z(x, 0), v0) dx−

−
Y∫

0

∆wh
2(y, χ0, ∆z(0, y), w0) dx− Φ. (3.37)

В работе [61] показано, что при малых в соответствую-
щих метриках (см. (3.3)) приращениях ∆u, ∆v и ∆w знак
приращения ∆S определяется первыми тремя слагаемы-
ми в правой части формулы (3.37). Из этого следует, что
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условия (3.9)–(3.11) в принципе максимума действительно
являются необходимыми условиями оптимальности.

3.3. Управление линейной системой. Рассмотрим
теперь случай, когда уравнения (3.1)–(3.2) являются ли-
нейными. В этом случае их можно записать в следующем
виде:

zixy =

n∑

k=1

[
aik(x, y)zkx + bik(x, y)zky + cik(x, y)zk

]
+

+
r∑

j=1

dij(x, y)uj + fi(x, y); (3.38)

zix(x, 0)=
n∑

k=1

a1ik(x)zk(x, 0) +
s∑

ν=1

d1iν(x)vν + f1i (x),

ziy(0, y)=

n∑

k=1

a2ik(y)zk(0, y) +

t∑

µ=1

d2iµ(y)wµ + f2i (y),

zi(0, 0) = 0, i = 1, . . . , n.

(3.39)

Будем предполагать, что все заданные функции в системе
(3.38)–(3.39) непрерывны.

Выпишем соответствующие функции H, h1 и h2:

H(x, y, ψ, p, u) =

n∑

i=1

ψi

[ n∑

k=1

[
aik(x, y)zkx + bik(x, y)zky+

+ cik(x, y)zk
]
+

r∑

j=1

dij(x, y)uj + fi(x, y)
]
,

h1(x, φ, z, v)=

n∑

i=1

φi

[ n∑

k=1

a1ik(x)zk(x, 0)+

s∑

ν=1

d1iν(x)vν+f
1
i (x)

]
,

h2(y, χ, z, w)=
n∑

i=1

χi

[ n∑

k=1

a2ik(y)zk(0, y)+
t∑

ν=1

d2iν(y)wν+f
2
i (y)

]
.

Непосредственной проверкой можно убедиться в том,
что в этом случае выражение Φ, определяемое формулой
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(3.36), а также (3.22), (3.25), (3.27), (3.31) и (3.32), равно
нулю. Поэтому формула (3.37) принимает вид

∆S = −
∫∫

Π

∆uH(x, y, ψ0, p0, u0) dx dy−

−
X∫

0

∆vh
1(x, φ0, ∆z(x, 0), v0) dx−

−
Y∫

0

∆wh
2(y, χ0, ∆z(0, y), w0) dx.

Отсюда следует, что для линейной системы необходимые
условия оптимальности являются и достаточными.

Пример 3.1. Рассмотрим следующий управляемый про-
цесс:

zxy(x, y) = −2z(x, y) + 2zy(x, y) + zx(x, y) + u(x, y),

0 < x < 1, 0 < y < 2;

zx(x, 0) = 2z(x, 0) + v(x), 0 6 x 6 1;

zy(0, y) = 4z(0, y) + w(y), 0 6 y 6 2;

z(0, 0) = 0.

Здесь допустимые управления ω =
{
u(x, y), v(x), w(y)

}
—

векторные функции, компоненты которых кусочно непре-
рывны и удовлетворяют условиям:

0 6 u(x, y) 6 2, |v(x)| 6 1, |w(y)| 6 2.

Критерием оптимальности является следующий функцио-
нал:

S[z] = −8z(1, 2) + z(1, 0)− 4z(0, 2).

Требуется найти такие управления ω = ω(x, y), при кото-
рых функционал S достигал бы наибольшего значения.

В соответствии с принципом максимума строим функ-
ции:

H = ψ(x, y)
[
−2z(x, y) + 2zy(x, y) + zx(x, y) + u(x, y)

]
;

h1 = φ(x)
[
2z(x, 0) + v(x)

]
; h2 = χ(y)

[
4z(0, y) + w(y)

]
.
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Функции ψ = ψ(x, y), φ = φ(x) и χ = χ(y) определим как
решения следующих задач.

ψxy(x, y) = −2ψ(x, y)− ψx(x, y)− 2ψy(x, y),

0 < x < 1, 0 < y < 2;

ψx(x, 2) + 2ψ(x, 2) = 0, 0 6 x 6 1;

ψy(1, y) + ψ(1, y) = 0, 0 6 y 6 2;

ψ(1, 2) = 8.

(3.40)

φ′(x) + 2φ(x) = ψx(x, 0) + 2ψ(x, 0), 0 6 x 6 1;

φ(1) − ψ(1, 0) = −1.
(3.41)

χ′(y) + 4χ(y) = ψy(0, y) + ψ(0, y), 0 6 y 6 2;

χ(2)− ψ(0, 2) = 4.
(3.42)

Решением задачи (3.40) является функция (см. пример 2.3)

ψ(x, y) = 8e−2(x−1) · e−(y−2). (3.43)

Тогда решения задач (3.41) и (3.42), с учетом найденного
решения (3.43), имеют следующий вид:

φ(x) = (8e2 − 1)e−2(x−1); χ(y) = 4(1 + 2e2)e−4(y−2).

Обозначим z0, ψ0, φ0, χ0 — решения соответствующих за-
дач при оптимальном управлении ω0. Условие

1∫

0

2∫

0

[
H(x, y, ψ0, z0, u0 +∆u)−H(x, y, ψ0, z0, u0)

]
dx dy > 0

представим в виде

1∫

0

2∫

0

ψ{[u0 + ∆u)] − u0} dx dy > 0. Оно

означает, что

1∫

0

2∫

0

ψ(x, y)u0(x, y) dx dy = min. Это условие

выполняется только при u0(x, y) ≡ 0, поскольку ψ > 0 для
всех 0 6 x 6 1 и 0 6 y 6 2. Далее аналогично находим, что
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условия:
1∫

0

[
h1(x, φ0, z0(x, 0), v +∆v)− h1(x, φ0, z0(x, 0), v)

]
dx > 0;

2∫

0

[
h2(y, χ0, z0(0, y), w +∆w)− h2(y, χ0, z0(0, y), w)

]
dx > 0,

можно представить в виде:

1∫

0

φ(x){[v0(x) + ∆v(x)]− v0(x)} dx > 0,

2∫

0

χ(y){[w0(y) + ∆w(y)]− w0(y)} dy > 0.

Следовательно, оптимальные v0(x) и w0(y) определя-
ются соотношениями:

1∫

0

φ(x)v0(x) dx = min,

2∫

0

χ(y)w0(y) dy = min .

Функции φ = φ(x) и χ = χ(y) положительны. Поэтому
оптимальными являются v0(x) ≡ −1, w0(y) ≡ −2. Находим
ω0 = {0, −1 − 2}.



Глава 3

Линейно-квадратичные задачи

управления

В этой главе рассматриваются задачи оптимального уп-
равления процессом теплопроводности, когда уравнения и
граничные условия линейны, а критерием оптимальности
служит линейный функционал. При этом функция управ-
ления входит в граничные условия. Такого типа задачи
наиболее интересны в теоретическом плане (получаются
наиболее содержательные научные результаты). С приклад-
ной точки зрения такие задачи отражают наиболее распро-
страненные способы управления тепловыми процессами.

1. Постановки краевых задач

1.1. Стационарный тепловой процесс. Будем рас-
сматривать процесс распространения тепла внутри области
G ⊂ R

3 под воздействием внутренних источников тепла
(например, за счет химических реакций внутри G) и под
воздействием температурных процессов, протекающих на
границе G.

Внутри области определяем изотермическую поверх-
ность Σ. Пусть j(M) — плотность теплового потока в
окрестности точки M ∈ Σ (количество тепла, протекаю-
щего через единичную площадь поверхности Σ в единицу
времени). Согласно закону Фурье, справедливо равенство

j(M) = −k(M) grad u, (1.1)

где k(M) > 0 — коэффициент теплопроводности, u = u(x) —
температура в точке x, x = (x1, x2, x3). Напомним, что век-
тор grad u направлен в сторону наибольшего возрастания
температуры u.

86
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Предположим, что взаимодействие с внешней средой
подчинено закону Ньютона. Если q — количество тепла,
протекающего через единичную площадь граничной по-
верхности за единицу времени, то справедливо следующее
равенство: q = α

[
u(x)− p(x)

]
, здесь α — коэффициент теп-

лообмена, u — температура тела G вблизи границы, а p —
температура внешней среды.

Обозначим f = f(x) — плотность внутренних источни-
ков тепла — это количество тепла, выделяемого внутренни-
ми источниками в окрестности точки x единичного объема
за единицу времени.

Будем составлять уравнение теплового баланса. Выде-
лим произвольно малую окрестность ω некоторой точки
M ∈ G и Sω — граница окрестности ω. Поскольку

−
∫∫

Sω

(
k grad u, dS

)
= −

∫∫∫

ω

div
(
k grad u

)
dω,

то уравнение теплового баланса для окрестности ω имеет
следующий вид:

−
∫∫∫

ω

div
(
k grad u

)
dω =

∫∫∫

ω

f dω.

Так как область ω произвольна, то уравнение теплового
баланса в каждой точке области G можно представить в
виде

div
(
k grad u

)
+ f = 0

или в декартовых координатах:

∂

∂x1

[
k
∂u

∂x1

]
+

∂

∂x2

[
k
∂u

∂x2

]
+

∂

∂x3

[
k
∂u

∂x3

]
+ f = 0. (1.2)

Вблизи границы ∂G для любой точки x ∈ ∂G выполняется
граничное условие (согласно закону Ньютона):

−k grad u = α[u− p ].

1.2. Нестационарный тепловой процесс. В случае,
когда тепловой процесс не является стационарным, следу-
ет учитывать закон, по которому определяется количество
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тепла q1, приобретаемое телом единичного объема за еди-
ницу времени с переходом от температуры u1 к темпера-
туре u2. Это количество тепла определяется по следующей
формуле: q1 = cρ

(
u2 − u1

)
, где c — теплоемкость тела, а

ρ — его плотность. Таким образом, количество тепла ∆q,
приобретаемое телом за промежуток времени ∆t, можно

вычислить следующим образом: ∆q = cρ
∂u

∂t
∆t.

Приходим к краевой задаче, которая описывает рас-
сматриваемый нестационарный процесс. Уравнение состоя-
ния поля имеет вид при x ∈ G:

∂

∂x1

[
k(x)

∂u

∂x1

]
+

∂

∂x2

[
k(x)

∂u

∂x2

]
+

∂

∂x3

[
k(x)

∂u

∂x3

]
+

+ f(t, x) = cρ
∂u

∂t
. (1.3)

При этом должно выполняться граничное условие:

−k grad u = α[u− p], x ∈ ∂G, (1.4)

и начальное условие:

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ G. (1.5)

Замечание 1.1. Отметим, что функция ϕ, которая фи-
гурирует в уравнении (1.5), не является произвольной. Она
либо связана с уравнением (1.3) (это состояние определи-
лось тепловым процессом при t < 0), либо с уравнением,
определяющим стационарное состояние поля (1.2).

1.3. Тепловой процесс в тонком стержне. Имеет-
ся тонкий однородный стержень длиной ℓ. Величины ρ, c, k
постоянны и a2 = k/(cρ). Тогда уравнение состояния поля
принимает следующий вид:

∂u

∂t
(t, x) = a2

∂2u

∂x2
(t, x) + f(t, x), 0 < x < ℓ, t > 0. (1.6)

Далее предположим, что левый конец стержня теплоизоли-
рован, тогда тепловой поток через этот конец равен нулю
и из (1.1) следует

∂u

∂x
(t, 0) = 0, t > 0. (1.7)



§ 1. Постановки краевых задач 89

Справа к стержню примыкает среда, температура ее
равна p = p(t). Тогда в соответствии с граничным условием
(1.4) получаем

∂u(t, ℓ)

∂x
+ α

[
u(t, ℓ)− p(t)

]
= 0, t > 0. (1.8)

Начальное условие имеет следующий вид:

u(0, x) = ϕ(x), 0 6 x 6 ℓ. (1.9)

Существует несколько возможностей управления теп-
ловым процессом (1.6)–(1.9):

а) можно управлять изменением температуры внешней
среды p, влияя тем самым на тепловое поле в стержне через
правый его конец;

б) можно расположить вдоль стержня тепловые источ-
ники, например протянуть провод с мощным током. Тогда
можно изменять температуру стержня, изменяя во време-
ни силу тока. Математически это характеризуется тем, что
функция f в уравнении может быть представлена в виде
f(t, x) = g(x) · r(t), где функция g(x) определяется распре-
делением источников тепла, а r(t) — изменением их мощно-
сти. Каждую из этих функций можно рассматривать как
управление.

Замечание 1.2. Состояние процесса в каждый момент
времени характеризуется только одной функцией u — ре-
шением краевой задачи (1.6)–(1.9).

Если зафиксировать момент времени t1, то состояние
системы u(t1, x) = ϕ1(x) будет определять дальнейший
процесс при t > t1 в соответствии с заданной краевой зада-
чей (1.6)–(1.8) и начальным условием вида u(t1, x) = ϕ1(x).

1.4. Описание других процессов. Рассмотрим ана-
логичный тепловому диффузионный процесс. Пусть в неко-
торой области G содержится раствор некоторого вещества.
Его концентрацию обозначим через u(x). Это означает, что
u(x) — количество растворенного вещества в единичном
объеме в окрестности точки x. Через S обозначим поверх-
ность равной его концентрации, проходящей через точку
M(x). Пусть j(M) — плотность его потока — количество
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вещества, проходящего через элемент поверхность S еди-
ничной площади за единицу времени, здесь M ∈ G. Со-
гласно закону Фика j(M) = −k(M)grad u, где u — кон-
центрация вещества. Массообмен на границе описывается
законом Ньютона:

q(t, x) = α[u− p],

где q(t, x) — количество вещества, проходящего в единицу
времени через единичную площадку поверхности, примы-
кающей к границе S; u — количество вещества среды внут-
ри G вблизи границы, p — количество того же вещества
внешней среды вблизи S, а α — коэффициент массообме-
на.

Таким образом, для описания плоского диффузионно-
го процесса (поверхности равной концентрации являются
плоскостями) аналогичным образом получаем краевую за-
дачу (1.6)–(1.9).

Можно описать более сложные процессы, например вза-
имосвязанные тепловой и диффузионный процессы. К та-
ким процессам относится сушка влажного материала [164],
[247] или процессы распространения нейтронов в ядерном
реакторе [44] с учетом тепловых процессов в нем.

Рассмотрим, например, процесс сушки влажного ма-
териала. Пусть G ⊂ R

3, u = u(t, x) — температура, а
v = v(t, x) — количество воды (пара) в единице объема
области G в окрестности точки x в момент времени t. Если
процессы стационарны, то в рассматриваемой области G
можно указать изотермическую поверхность u = C и по-
верхность равной концентрации v = C1. Эти поверхности
не обязаны совпадать. Пусть j1(M) — плотность теплового
потока через изотермическую поверхность, тогда для опи-
сания процесса используется закон:

j1(M) = −k11(M)grad u− k12(M)grad v.

Далее, пусть j2(M) — аналогичная плотность потока веще-
ства. Тогда

j2(M) = −k21(M)grad u− k22(M)grad v.

Выполняя изложенные выше рассуждения, получим си-
стему дифференциальных уравнений. Аналогично можно
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описывать процессы тепло- и массопереноса в бинарных
газовых смесях и жидких растворах (см., например, [66],
с. 62–74). При описании таких процессов наибольшие труд-
ности представляет учет граничных условий.

Тем не менее получаемые краевые задачи обычно ре-
шаются методом Фурье. Поэтому излагаемые ниже методы
решения задач оптимального управления можно использо-
вать и для исследования соответствующих задач, в кото-
рых рассматриваются процессы, описываемые системами
уравнений указанного типа.

Отметим, что для для описания нестационарного про-
цесса в ядерном реакторе приходится использовать интег-
ро-дифференциальные уравнения. Это обусловлено тем,
что этот процесс осложняется появлением запаздывающих
нейтронов (см., например, [44], [66]).

2. Решение краевых задач методом Фурье
и обобщенные решения

2.1. Метод Фурье. Пусть процесс распространения
тепла описывается краевой задачей (1.6)–(1.9). Ее решение
будем искать в следующем виде: u(t, x) = T (t) ·X(x). Эту
функцию подставим в уравнение (1.6), в котором полагаем
f(t, x) ≡ 0. Тогда

1

a2
T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2.

Сначала предположим, что граничное условие (1.8) од-
нородно, т. е. будем считать, что p(t) ≡ 0. Тогда однород-
ные граничные условия (1.7) и (1.8) приводят к следующей
задаче Штурма–Лиувилля:

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 < x < ℓ;

X ′(0) = 0, X ′(ℓ) + αX(ℓ) = 0.
(2.1)

Общее решение уравнения задачи (2.1) имеет вид

X(x) = C1 cos λx+ C2 sinλx.
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Рис. 3.2.1

Первое граничное условие дает C2 = 0, а второе граничное
условие, в силу нетривиальности решения X, дает уравне-
ние λ sinλℓ = α cos λℓ. Корни полученного уравнения най-
дем графически: положим λℓ = x. Следовательно, абсцис-

сы λn точек пересечения An графиков y = tgx и y =
αℓ

x
и

дают нам требуемые корни уравнения (см. рис. 3.2.1). По-
следовательность {λn}∞n=1 обладает следующим свойством:

λnℓ

(n− 1)π
→ 1 при n→ ∞. (2.2)

Каждому полученному значению λn соответствует
функция Xn вида Xn = Cn cos λnx, где постоянная Cn вы-

брана таким образом, чтобы

ℓ∫

0

X2
n(x) dx = 1.

Покажем, что для полученной системы функций вы-

полняется равенство

ℓ∫

0

Xn(x)Xm(x) dx = 0 при n 6= m. Из

уравнения (2.1) следует
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−λ2m
ℓ∫

0

Xn(x)Xm(x) dx = Xn(ℓ)X
′
m(ℓ)−

ℓ∫

0

X ′
n(x)X

′
m(x) dx.

С другой стороны,

−λ2n
ℓ∫

0

Xn(x)Xm(x) dx = X ′
n(ℓ)Xm(ℓ)−

ℓ∫

0

X ′
n(x)X

′
m(x) dx.

Таким образом, из граничных условий задачи (2.1) следует

(
λ2n − λ2m

)
ℓ∫

0

Xn(x)Xm(x) dx =

= Xn(ℓ)
[
X ′

m(ℓ) + αXm(ℓ)
]
−Xm(ℓ)

[
X ′

n(ℓ) + αXn(ℓ)
]
= 0.

Поскольку λn 6= λn при n 6= m, то

ℓ∫

0

Xn(x)Xm(x) dx = 0.

Полученная система функций {Xn(x)}∞n=1 является ор-
тонормированной системой. Она является базисом в гиль-
бертовом пространстве L2[0, ℓ] функций, суммируемых со
своим квадратом.

Функции g = g(t, x), принадлежащей по переменной
x пространству L2[0, ℓ], ставится в соответствие функцио-

нальный ряд

∞∑

n=1

gn(t)Xn(x), такой, что

ℓ∫

0

[
g(t, x) −

N∑

n=1

gn(t)Xn(x)

]2
dx→ 0 при N → ∞,

gn(t) =

ℓ∫

0

g(t, x)Xn(x) dx.

При этом выполняется условие

T∫

0

∞∑

n=1

g2n(t) dt <∞.

Имея это в виду, приступим к решению неоднородной
краевой задачи (1.6)–(1.9), будем считать, что f(t, x) 6= 0 и
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p(t) 6= 0. Если u = u(t, x) удовлетворяет уравнению (1.6),
то имеют место тождества по t при n = 1, 2, . . . :

ℓ∫

0

[
∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
− f(t, x)

]
Xn(x) dx ≡ 0. (2.3)

Кроме того, функция u = u(t, x) как функция из L2[0, ℓ] по

переменной x, представима в виде u(t, x) =

∞∑

n=1

un(t)Xn(x)

и из (2.3) получаем следующие тождества:

u̇n(t)− a2
ℓ∫

0

∂2u

∂x2
Xn(x) dx− fn(t) ≡ 0, n = 1, 2, . . . , (2.4)

где fn(t) =

ℓ∫

0

f(t, x)Xn(x) dx.

Преобразуем второе слагаемое в выражении (2.4), вы-
числяя интеграл два раза по частям и используя гранич-
ные условия (1.7) и из задачи (2.1):

ℓ∫

0

∂2u(t, x)

∂x2
Xn(x) dx=

[
∂u(t, x)

∂x
Xn(x)−u(t, x)X ′

n(x)

]

x=ℓ

−

−
ℓ∫

0

u(t, x)X ′′
n(x) dx =

1

α

[
∂u(t, x)

∂x
[X ′

n(x) + αXn(x)] −

−
[
∂u(t, x)

∂x
+ αu(t, x)

]
X ′

n(x)

]

x=ℓ

− λ2n

ℓ∫

0

u(t, x)Xn(x) dx=

= −p(t)X ′
n(ℓ)− λ2nun(t) = αp(t)Xn(ℓ)− λ2nun(t).

Окончательно из (2.4) получаем следующую систему
дифференциальных уравнений с начальными условиями:

u̇n(t) + a2λ2nun(t) = a2αp(t)Xn(ℓ) + fn(t);

un(0) = ϕn, n = 1, 2, . . . ,
(2.5)
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здесь ϕn =

ℓ∫

0

ϕ(x)Xn(x) dx.

Решения системы будем искать методом вариации по-

стоянных. Получаем un(t) = Cn(t)e
−a2λ2

nt и, следовательно,

имеет место уравнение Ċn(t) =
[
a2αp(t)Xn(ℓ)+fn(t)

]
ea

2λ2
nt.

Таким образом, находим функцию

Cn(t) = cn +

t∫

0

[
a2αXn(ℓ)p(s) + fn(s)

]
ea

2λ2
ns ds.

Окончательно определяем решения un(t) с учетом началь-
ных условий:

un(t) = ϕne
−a2λ2

nt +

t∫

0

[
a2αXn(ℓ)p(s) + f(s)

]
ea

2λ2
n(s−t) ds.

Формально функцию u = u(t, x) можно представить в виде

u(t, x) =

∞∑

n=1

un(t)Xn(x). (2.6)

Заметим, что функция u=u(t, x) не удовлетворяет не-
посредственно второму граничному условию (1.8), однако
функция un(t) зависит от функции p(t).

2.2. Обобщенные решения краевых задач. Выяс-
ним, в каком смысле решение (2.6) удовлетворяет задаче
(1.6)–(1.9). Рассмотрим тождество

t2∫

t1

ℓ∫

0

[
∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
− f(t, x)

]
Φ(t, x) dx dt ≡ 0,

в котором Φ = Φ(t, x) — произвольная функция, у которой
Φt ∈ L2 и Φx ∈ L2, Интегрируя его по частям, приходим к
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следующему тождеству:

ℓ∫

0



Φ(t, x)u(t, x)

∣∣∣
t=t2

t=t1
−

t2∫

t1

[
∂Φ

∂t
u− a2

∂Φ

∂x

∂u

∂x
+ fΦ

]
dt



 dx+

+ a2α

t2∫

t1

[
u(t, ℓ)− p(t)

]
Φ(t, ℓ) dt ≡ 0. (2.7)

Заметим, что в полученном тождестве уже отсутствуют
производная функции u по переменной t и вторая произ-
водная функции u по переменной x.

Обозначим Qℓ = { (t, x) : t > 0, 0 < x < ℓ }.
Определение 2.1. Под обобщенным решением крае-

вой задачи (1.6)–(1.9) понимается функция u = u(t, x),

u ∈ W
(0, 1)
2 (Qℓ), такая, что она удовлетворяет тождеству

(2.7) с любой функции Φ = Φ(t, x), Φ ∈ W
(1, 1)
2 (Qℓ). Функ-

ция u = u(t, x) удовлетворяет начальному условию (1.9) в
следующем смысле:

lim
t→+0

ℓ∫

0

[
u(t, x)− ϕ(x)

]
Ψ(x) dx = 0

для любой функции Ψ = Ψ(x), Ψ ∈ L2[0, ℓ].

Построенное решение (2.6) является обобщенным реше-
нием краевой задачи (1.6)–(1.9) в указанном в определении
2.1 смысле (см. также [210]). Это обобщенное решение од-
нозначно определяется функциями un(t), которые, в свою
очередь, определяются задачами (2.5).

Из задач (2.5) следует, что состояние системы опреде-
ляется последовательностью {ϕn}∞n=1 при t = 0, а в мо-
мент времени t = t1 — последовательностью {un(t1)}∞n=1.
Таким образом, управляемый процесс может быть задан
либо краевой задачей, либо бесконечной системой обыкно-
венных дифференциальных уравнений.

Вывод. При исследовании управляемого процесса в
системе с распределенными параметрами мы можем ли-
бо рассматривать соответствующую краевую задачу, либо
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бесконечную систему обыкновенных дифференциальных
уравнений. Если при этом краевые условия не являются од-
нородными, то решение краевой задачи понимается в обоб-
щенном смысле.

3. Минимизация квадратичного функционала
в задачах управления теплопроводностью

Задача рассматривается для одномерного уравнения
теплопроводности. Однако эта методика без изменения пе-
реносится и на многомерные уравнения вида

∂u

∂t
=

∂

∂x1

[
k(x)

∂u

∂x1

]
+ . . .+

∂

∂xn

[
k(x)

∂u

∂xn

]
,

здесь x = (x1, . . . , xn).

3.1. Постановки задач. Пусть верно f ∈ L2(Q) и
p ∈ L2[0, T ], T > 0, где Q= {(t, x) : 0 < t < T, 0 < x < 1}.
Рассмотрим процесс, описываемый краевой задачей:

∂u(x, t)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= f(t, x), (t, x) ∈ Q;

u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1;

ux(t, 0) = 0, ux(t, 1) + α
[
u(t, 1)− p(t)

]
= 0, t > 0;

здесь α = const > 0.
Допустимыми управлениями могут выступать как

функция p = p(t), так и f = f(t, x). При этом функция
f может иметь следующий вид: f(t, x) = g(x) · r(t). Функ-
ция g = g(x) задана, а управление процессом производится
с помощью функции r = r(t), или наоборот.

Задача 3.1. Среди допустимых управлений нужно вы-
брать такое, чтобы функционал

J [f, p ]=

1∫

0

[
u(T, x)− ϕ(x)

]2
dx+

+ β

T∫

0

[
p(t)

]2
dt+ γ

∫∫

Q

[
f(t, x)

]2
dt dx
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достигал своего наименьшего значения. Здесь β, γ — по-
ложительные постоянные и ϕ — заданная функция из
L2[0, 1].

Проанализируем функционал J .
1) Если β и γ малы, то слагаемые, содержащие p и f ,

не влияют практически на величину J . Поэтому, управляя
процессом, стараемся в конечный момент времени полу-
чить состояние, близкое к функции ϕ.

2) Если же β и γ большие, то на величину J первое
слагаемое не очень влияет и, управляя процессом, мы эко-
номим ресурсы p и f .

Далее будем рассматривать случай γ = 0, но методика
легко распространяется и на случай γ > 0.

Пусть процесс описывается следующей краевой зада-
чей:

∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= 0, (t, x) ∈ Q; (3.1)

u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1; (3.2)

ux(t, 0)=0, ux(t, 1)+α
[
u(t, 1)−p(t)

]
=0, 0 6 t 6 T, (3.3)

где α > 0 и p ∈ L2[0, T ].
Под решением сформулированной краевой задачи бу-

дем понимать функцию u = u(t, x) ∈ W
(0,1)
2 (Q), которая

удовлетворяет интегральному тождеству:

1∫

0

u(t, x)Φ(t, x)
∣∣∣
t=t2

t=t1
dx−

t2∫

t1

1∫

0

[
∂Φ

∂t
u− a2

∂u

∂x

∂Φ

∂x

]
dx dt+

+ a2α

t2∫

t1

[
u(t, 1)− p(t)

]
Φ(t, 1) dt ≡ 0

при любых t1, t2 и произвольной функции Φ = Φ(t, x) из

пространства W
(1,1)
2 (Q). Начальное условие (3.2) при этом

понимается в том смысле, что lim
t→+0

1∫

0

u(t, x)Ψ(x) dx = 0

при произвольной функции Ψ = Ψ(x) из L2[0, 1].
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Задача 3.2. Найти управление p = p(t), на котором
функционал

J [p] =

1∫

0

[
u(T, x)− ϕ(x)

]2
dx+ β

T∫

0

[
p(t)

]2
dt (3.4)

достигает своего наименьшего значения. Здесь β — поло-
жительная постоянная и ϕ ∈ L2[0, 1].

3.2. Вычисление приращения целевого функцио-
нала J. Используя методику решения задач оптимального
управления, изложенную в предыдущей главе, вычислим
приращение функционала J [p], когда управление p(t) по-
лучает произвольное допустимое приращение. Это позво-
лит нам воспользоваться принципом максимума, который
аналогичен тому, что был сформулирован и доказан выше.

Пусть p = p(t, β) — оптимальное управление, а ∆p —
его допустимое приращение. Обозначим u = u(t, x) — ре-
шение краевой задачи (3.1)–(3.3) при p = p(t, β), а функция
u+∆u = u(t, x, β)+∆u(t, x) — решение задачи (3.1)–(3.3)
при p(t, β) + ∆p. Тогда функция ∆u = ∆u(t, x) есть реше-
ние следующей краевой задачи:

∂∆u(t, x)

∂t
− a2

∂2∆u(t, x)

∂x2
= 0, (t, x) ∈ Q; (3.5)

∆u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1; (3.6)

∆ux(t, 0)=0, ∆ux(t, 1)+α
[
∆u(t, 1)−∆p(t)

]
=0, t > 0. (3.7)

Решение краевой задачи определяется интегральным
тождеством:

1∫

0

∆u(t, x)Φ(t, x)
∣∣∣
t=t2

t=t1
dx−

t2∫

t1

1∫

0

[
∂Φ

∂t
∆u−a2∂∆u

∂x

∂Ψ

∂x

]
dx dt+

+ a2α

t2∫

t1

[
∆u(t, 1)−∆p(t)

]
Φ(t, 1) dt ≡ 0 (3.8)
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при любых t1, t2, 0 < t1 < t2 6 T и произвольной функ-

ции Φ ∈W
(1,1)
2 (Q). Начальное условие (3.6) при этом пони-

мается в том смысле, что lim
t→+0

1∫

0

∆u(t, x)Ψ(x) dx = 0 при

произвольной функции Ψ = Ψ(x) из L2[0, 1].
Вычислим приращение функционала J [p] вида (3.4):

∆J [p] = J [p(t, β) + ∆p]− J [p(t, β)] =

= 2

1∫

0

[
u(T, x, β)− ϕ(x)

]
∆u(T, x) dx+

+ 2β

T∫

0

p(t, β)∆p(t) dt + o(∆p, ∆u). (3.9)

Итак, в качестве обобщенного решения рассматривае-
мой краевой задачи (3.5)–(3.7) берем функцию ∆u, удо-
влетворяющую полученному тождеству (3.8) для всех та-
ких функций Φ = Φ(t, x), что Φ ∈ L2(Q), Φt ∈ L2(Q),
Φx ∈ L2(Q) и Φ(t, 1) ∈ L2[0, T ] и для этих функций вы-
полнено

Φ(T, x) = 2
[
u(T, x, β)− ϕ(x)

]
. (3.10)

Тогда, с учетом свойства (3.10), приращение функцио-
нала ∆J [p] из (3.9) принимает следующий вид:

∆J [p] =

1∫

0

Φ(T, x)∆u(T, x) dx+

+ 2β

T∫

0

p(t, β)∆p(t) dt+ o(∆p, ∆u). (3.11)

Теперь воспользуемся тождеством (3.8), в котором поло-
жим t1 = 0 и t2 = T :
1∫

0

∆u(T, x)Φ(T, x) dx−
T∫

0

1∫

0

[
∂Φ

∂t
∆u− a2

∂∆u

∂x

∂Φ

∂x

]
dx dt+
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+a2α

T∫

0

[
∆u(t, 1)−∆p(t)

]
Φ(t, 1) dt ≡ 0. (3.12)

В роли Φ в этом равенстве выберем функцию Φ=Φ(t, x),
удовлетворяющую тождеству

t2∫

t1

1∫

0

[
∂Φ

∂t
ω − a2

∂Φ

∂x

∂ω

∂x

]
dx dt−

− a2α

t2∫

t1

Φ(t, 1)ω(t, 1) dt ≡ 0, (3.13)

которое справедливо при любой функций ω = ω(t, x), обла-
дающей следующими свойствами: ω ∈ L2(Q), ωx ∈ L2(Q),
ω(t, 1) ∈ L2[0, T ] и

lim
t→T−0

1∫

0

[
Φ(t, x)− 2

[
u(t, x)− ϕ(x)

]]
χ(x) dx = 0 (3.14)

при любой функции χ = χ(x) из L2[0, 1]. Если функция Φ

имеет производную
∂2Φ

∂x2
, то из (3.13) интегрированием по

частям получаем

t2∫

t1

1∫

0

[
∂Φ

∂t
+ a2

∂2Φ

∂x2

]
ω(t, x) dx dt−

−a2
t2∫

t1

∂Φ(t, x)

∂x
ω(t, x)

∣∣∣
x=1

x=0
dt−a2α

t2∫

t1

Φ(t, 1)ω(t, 1) dt ≡ 0.

Таким образом, эта функция Φ = Φ(t, x) является решени-
ем следующей краевой задачи:

∂Φ(t, x)

∂t
+ a2

∂2Φ(t, x)

∂x2
(t, x) = 0, (t, x) ∈ Q;

Φ(T, x) = 2
[
u(T, x)− ϕ(x)

]
, 0 6 x 6 1;

∂Φ(t, 0)

∂x
= 0;

∂Φ(t, 1)

∂x
+ αΦ(t, 1) = 0, 0 6 t 6 T.

(3.15)
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Если условие
∂2Φ

∂x2
∈ L2(Q) не выполняется, то функцию Φ,

определяемую интегральным тождеством (3.13) и услови-
ем (3.14), будем называть обобщенным решением краевой
задачи (3.15).

В тождестве (3.13) положим t1 = 0, t2 = T и в качестве
функции ω = ω(t, x) возьмем функцию ∆u(t, x), тогда из
(3.13) и (3.12) получаем равенство

1∫

0

Φ(T, x)∆u(T, x) dx = a2α

T∫

0

∆p(t)Φ(t, 1) dt.

Теперь выражение (3.11) можно представить в виде

∆J [p] =

T∫

0

[
a2αΦ(t, 1) + 2βp(t)

]
∆p(t) dt+ o(∆p, ∆u).

Положим H(Φ, p) = −
[
β p2 + a2αΦ(t, 1) p

]
. Тогда

∆J [p] = −
T∫

0

∆pH
(
Φ, p(t, β)

)
dt+ o(∆p, ∆u).

Таким образом, функционал J достигает минимума на оп-
тимальном управлении p = p(t, β), если достигает макси-
мума на p = p(t, β) введенная функция H. Конечно, оста-
ется показать, что o(∆p, ∆u) — величина более высокого
порядка малости по сравнению с первым слагаемым в по-
лученном выражении ∆J [p]. Этот факт оставим без дока-
зательства1.

Замечание 3.1. Изложенная в этом разделе методика
сработала, поскольку воспользовались понятием обобщен-
ного решения краевой задачи.

3.3. Интегральное уравнение относительно оп-
тимального управления. Используем полученное усло-
вие оптимальности для построения оптимального управле-
ния. Для этого сначала выведем интегральное уравнение

1Полное доказательство см. в [63].
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относительно этого управления. Затем докажем единствен-
ность его решения и лишь потом будем искать способы по-
строения оптимального управления и его приближений.

Найдем стационарную точку функции H(Φ, p), кото-
рую ввели раньше: H(Φ, p) = −

[
β p2+ a2αΦ(t, 1) p

]
. Точка

определяется из уравнения
[
a2αΦ(t, 1) + 2βp

]
= 0, и, сле-

довательно,

p = p(t, β) = −a
2α

2β
Φ(t, 1). (3.16)

Функцию (3.16) подставим в краевую задачу (3.1)–(3.3),
получаем следующую задачу:

∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= 0, (t, x) ∈ Q; (3.17)

u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1; (3.18)

ux(t, 0)=0, ux(t, 1)+α
[
u(t, 1)+

a2α

2β
Φ(t, 1)

]
=0. (3.19)

Функция u = u(t, x, β), соответствующая оптимальному
управлению p = p(t, β), является решением этой краевой
задачи. Краевую задачу (3.17)–(3.19) решаем совместно с
задачей (3.15). Используем метод Фурье. Решением полу-
ченной задачи Штурма–Лиувилля

X ′′(x) + λ2X(x) = 0,

X ′(0) = 0, X ′(1) + αX(1) = 0

является ортонормированная система собственных функ-
ций Xn(x) = Cn cos λnx с собственными значениями λn —
корнями уравнения λ tgλ = α. Эти корни удовлетворяют

условию
λn

(n− 1)π
→ 1 при n→ ∞. Итак, справедливо

0 =

1∫

0

[
∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2

]
Xn(x) dx =

=

1∫

0

∂u(t, x)

∂t
Xn(x) dx − a2Xn(x)

∂u(t, x)

∂x

∣∣∣
x=1

x=0
+
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+a2
1∫

0

∂u

∂x
X ′

n(x) dx=

1∫

0

∂u(t, x)

∂t
Xn(x) dx−a2Xn(1)

∂u

∂x
(t, 1)+

+ a2
[
X ′

n(x)u(t, x)
∣∣∣
x=1

x=0
−

1∫

0

u(t, x)X ′′
n(x) dx

]
=

= u̇n(t)− a2
[
∂u(t, 1)

∂x
+ αu(t, 1)

]
Xn(1) + a2λ2nun(t).

Поскольку u(0, x) = 0, то un(0) = 0. Таким образом,
приходим к следующей задаче Коши:

u̇n(t) + a2λ2nun(t) = a2αXn(1)p(t);

un(0) = 0, n = 1, 2, . . . ,
(3.20)

где p = p(t) определяется формулой (3.16). Это следует
из второго равенства в (3.19). Решение полученной задачи
Коши (3.20) имеет вид

un(t) = a2αXn(1)

t∫

0

p(τ)e−a2λ2
n(t−τ) dτ. (3.21)

Таким образом, получаем решение сформулированной

краевой задачи (3.17)–(3.19): u(t, x) =

∞∑

n=1

un(t)Xn(x), где

un = un(t) определены в (3.21).
Аналогичным образом решаем задачу (3.15), разлагая

функцию Φ в ряд по собственным функциям. Тогда

Φ(t, x) =

∞∑

n=1

Φn(t)Xn(x). (3.22)

Из тождества

1∫

0

[
∂Φ(t, x)

∂t
+ a2

∂2Φ(t, x)

∂x2

]
Xn(x) dx ≡ 0 по-

лучаем систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний

Φ̇n(t)− a2λ2nΦn(t) = 0, n = 1, 2, . . . , (3.23)
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для нахождения функций Φn = Φn(t). Теперь учтем фи-
нальные условия задачи (3.15):

Φn(T ) = 2
[
un(T )− ϕn

]
, (3.24)

где ϕ(x) =
∞∑

n=1

ϕnXn(x). Решения задачи (3.23)–(3.24) име-

ют вид

Φn(t) = 2
[
un(T )− ϕn

]
ea

2λ2
n(t−T ). (3.25)

Наконец, из (3.16), (3.22) и (3.25), в котором un(T ) опре-
делено в (3.21), получаем интегральное уравнение для
функции p(t):

p(t) +
a4α2

β

∞∑

n=1

X2
n(1)

T∫

0

p(τ)ea
2λ2

n(t+τ−2T ) dτ =

=
a2α

β

∞∑

n=1

Xn(1)ϕne
a2λ2

n(t−T ).

Введем обозначения:

f(t) = a2α

∞∑

n=1

Xn(1)ϕne
a2λ2

n(t−T ) =

∞∑

n=1

ϕnrn(t);

K(t, τ) =

∞∑

n=1

rn(t) rn(τ); rn(t) = a2αXn(1) e
a2λ2

n(t−T ).

(3.26)
Следовательно, уравнение для нахождения управляющей
функции p = p(t, β) принимает следующий вид

βp(t) +

T∫

0

∞∑

n=1

rn(t) rn(τ)p(τ) dτ = f(t) (3.27)

или

βp(t) +

T∫

0

K(t, τ) p(τ) dτ = f(t). (3.28)

Уравнение (3.28) является интегральным линейным неод-
нородным уравнением Фредгольма с симметричным ядром
K(t, τ).
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Итак, перед нами стоят две задачи.
1. Доказать существование и единственность решения

уравнения (3.28).
2. Найти практически решение (точное или приближен-

ное) полученного интегрального уравнения (3.28). Если
удается находить лишь приближенные решения, то жела-
тельно получать необходимые оценки погрешности прибли-
жений.

3.4. Существование и единственность решения
уравнения (3.28). Докажем, что уравнение (3.27) одно-
значно разрешимо в пространстве L2[0, T ]. Непосредствен-
ными вычислениями находим

T∫

0

T∫

0

K2(t, τ) dτ dt =

T∫

0

T∫

0

[
∞∑

n=1

rn(t) rn(τ)

]2
dt dτ 6

6

T∫

0

T∫

0

∞∑

n=1

r2n(t)

∞∑

k=1

r2k(τ)dt dτ =




∞∑

n=1

T∫

0

r2n(t) dt



2

=

=
a4α4

4

[
∞∑

n=1

X2
n(1)

λ2n

(
1− e−2a2λ2

nT
)]2

<∞.

Последнее неравенство следует из того, что (см. (2.2))

lim
n→∞

λn
π(n − 1)

= 1, Xn(x) = Cn cos λnx,

1∫

0

X2
n(x) dx = 1.

Поэтому линейный симметричный оператор βI +K, опре-

деляемый формулой (βI +K)p = βp(t) +

T∫

0

K(t, τ)p(τ) dτ,

преобразует элемент p ∈ L2[0, T ] в элемент того же про-
странства. Так как при любой функции p = p(t) из L2[0, T ]
имеем

T∫

0

T∫

0

K(t, τ) p(t) p(τ) dt dτ =

[ T∫

0

∞∑

n=1

rn(t) p(t) dt

]2
> 0,
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причем равенство ((βI + K)p, p)L2 = 0 возможно тогда и
только тогда, когда p = p(t) обращается в нуль для по-
чти всех t из отрезка [0, T ]. Такой оператор A = βI + K
называется положительно определенным.

Из функционального анализа известна следующая тео-
рема.

Теорема. Если A — симметричный оператор, отоб-
ражающий элемент p ∈ L2 в элемент f ∈ L2, и оператор
A положительно определенный, то для любого элемента
f ∈ L2 уравнение Ap = f имеет единственное решение p,
принадлежащее пространству L2.

Поэтому уравнение (3.28) однозначно разрешимо в про-
странстве L2[0, T ] при любой функции f из L2[0, T ].

Найти точное аналитическое решение в замкнутой фор-
ме уравнения (3.28) не удается. Поэтому будем строить
приближенное решение.

3.5. Построение приближенного решения инте-
грального уравнения (3.28). Интегральное уравнение
(3.27) запишем в виде

βp(t) +

∞∑

n=1

cnrn(t) = f(t), (3.29)
где

cn =

T∫

0

rn(τ)p(τ) dτ. (3.30)

Теперь обе части уравнения (3.29) умножим на rk(t). Ре-
зультат проинтегрируем от нуля до T . Воспользовавшись
обозначением (3.30), приходим к следующему равенству:

βck +

∞∑

n=1

cn

T∫

0

rn(t) rk(t) dt =

T∫

0

rk(t) f(t) dt. (3.31)

Обозначим fk =

T∫

0

rk(t) f(t) dt и
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Mnk =

T∫

0

rn(t) rk(t) dt =

= a4α2Xn(1)Xk(1)

a2(λ2n + λ2k)

(
1− e−a2(λ2

n+λ2
k
)T
)
.

Если воспользоваться обозначениями (3.26) в выражении

для fk, то получим fk =

∞∑

n=1

Mnkϕn. Тогда равенства (3.31)

приводят к бесконечномерной системе алгебраических урав-
нений

βck +
∞∑

n=1

Mnk[cn − ϕn] = 0, k = 1, 2, . . . (3.32)

Далее положим c = { c1, c2, . . . }, φ = {ϕ1, ϕ2, . . . },
M = (Mkn), систему (3.32) запишем в операторной фор-
ме пространства2 l2:

βc+M(c− φ) = 0. (3.33)

Введем оператор β+M . Он линеен, симметричен и, так же
как выше, можно доказать, что он положительно опреде-
лен. Легко доказать, что φ принадлежит пространству l2.
Поэтому система (3.32) имеет при любом φ ∈ l2 единствен-
ное решение c(β) = {c1(β), c2(β), . . .}.

Анализ точного решения уравнения (3.33) выполнен в
следующем параграфе. Здесь рассмотрим вопрос о построе-
нии приближенного его решения, ограничиваясь конечно-
мерными системами уравнений.

2Пространство l2 — линейное гильбертово пространство таких

последовательностей c = {cn}
∞

n=1, что ряд
∞∑

n=1

c
2
n сходится и норма

элемента: ‖c‖ =
∞∑

n=1

c
2
n.
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Рассмотрим систему уравнений

βgk +

N∑

n=1

Mnk[gn − ϕn] = 0, k = 1, . . . , N. (3.34)

При каждом β > 0 выполнено det (βEN +MN ) 6= 0, где

MN =



M11 . . . M1N

M21 . . . M2N

. . . . . . . . . . . . . . . . .
MN1 . . . MNN


 .

Таким образом, полученная система (3.34) имеет един-
ственное решение gN (β) = {gN1 (β), . . . , gNN (β)}. Остается ос-

новной вопрос: будет ли последовательность {gN (β)} схо-
диться к точному решению бесконечной системы (3.34)?

Заметим, что если есть система уравнений

βg̃k +

N+p∑

n=1

Mnk[g̃n − ϕn] = 0, k = 1, . . . , N + p, (3.35)

и gN (β) = {gN1 (β), . . . , gNN (β)} — решение системы (3.34), то
его можно рассматривать также как решение

gN, p(β) = {g̃n}N+p
n=1 (β) =

{
gN1 (β), . . . , gNN (β), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

p

}

системы уравнений

βg̃k +

N+p∑

n=1

Mp
nk[g̃n − ϕp

n] = 0, k = 1, . . . , N + p,

где ведено следующее обозначение:

ϕN, p = {ϕp
n}N+p

n=1 = {ϕ1, . . . , ϕN , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p

}
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и матрица MN, p размера (N + p)× (N + p) имеет вид:

MN, p =
(
Mp

nk

)
=




M11 . . . M1N 0 . . . 0
M21 . . . M2N 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
MN1 . . . MNN 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0




.

Таким образом, решения систем (3.34) и (3.35) можно
рассматривать в одном и том же конечномерном простран-
стве, но у решения одной системы все элементы отличны
от нуля, а у другого есть нулевые элементы.

Последовательность {gn(β)} есть фундаментальная по-
следовательность в l2

3. Поэтому последовательность схо-
дится к точному решению (при β > 0).

Каждому вектору gn(β) соответствует конкретное при-
ближение pn(t, β) управления p(t, β). Легко доказывается,
что эти приближения сходятся к точному решению в L2,

т. е. выполняется

T∫

0

[
pn(t, β) − p(t, β)

]2
dx → 0 при n → ∞.

Таким образом, решая приближенно интегральное уравне-

ние, получаем последовательность интегралов

T∫

0

[
pn(t)

]2
dt.

Эта последовательность сходится ко второму слагаемому в
функционале J вида (3.4). Про первое слагаемое в функ-
ционале J мы пока ничего не знаем.

Обычно в теории управления используются три вида
сходимости последовательности приближенных управле-
ний. Первая сходимость — это сходимость последователь-
ности pn(t, β) в пространстве управлений. В рассматривае-
мом случае — это сходимость в L2[0, T ], которая называется

3Полное доказательство этого утверждения можно получить, ис-
пользуя вариационные методы исследования положительно опреде-
ленных операторов. Необходимые для этого сведения приведены в
следующем параграфе.
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сходимостью по управлению. Второй тип сходимости на-
зывается сходимостью по функционалу или сходимостью
по критерию оптимальности.

В рассматриваемом случае этот тип сходимости опре-
деляется тем, что J [pn(t, β)] → J [p(t, β)] при n→ ∞.

Для определения третьего типа сходимости требуется
каждому оптимальному управлению p(t, β) и каждому при-
ближению pn(t, β) управления поставить в соответствие ре-
шения u = u(t, x, β) и un = un(t, x, β) задачи (3.1)–(3.3) при
p = p(t, β) и p = pn(t, β) соответственно. Если в метрике

пространства W
(0,1)
2 (Q) выполнено un(t, x, β) → u(t, x, β)

при n → ∞, то такую сходимость приближений управле-
ния называют сходимостью по состоянию.

Рассмотрим для найденного приближения pn(t, β) уп-
равления p(t, β) краевую задачу, аналогичную краевой за-
даче (3.1)–(3.3):

∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= 0, (t, x) ∈ Q;

u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1;

ux(t, 0)=0, ux(t, 1)+α
[
u(t, 1)−pn(t, β)

]
=0.

(3.36)

Для каждого pn(t, β) решаем краевую задачу (3.36).
Получаем (см. (3.21)):

uk(t) = a2αXk(1)

t∫

0

e−λ2
k
a2(t−τ)pn(τ, β) dτ, k = 1, 2, . . . ,

и

un(t, x) =
∞∑

k=1

uk(t)Xk(x). (3.37)

Мы не можем точно найти сумму, поэтому решаем задачу
(3.36) не точно, а приближенно.

Если решать задачу (3.36) методом конечных разностей
по переменной x, то получаем систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, если использовать метод ко-
нечных разностей по переменным x и t, то получаем си-
стему алгебраических уравнений.
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Если для каждого конкретного управления pn(t) будем
строить приближенное решение задачи (3.36), ограничива-
ясь в рядах (3.37) только конечными суммами, то получим,
что приближенное решение un(t, x) сходится к точному ре-
шению u(t, x), соответствующему управлению p(t), в смыс-
ле той метрики, которая задается обобщенными решения-

ми из пространства W
(0, 1)
2 (Q). Эта сходимость называется

сходимостью по решению краевой задачи.
Из сходимости по управлению и из сходимости по со-

стоянию следует сходимость по критерию оптимальности

Jn
[
pn
]
=

1∫

0

[
un(t, x)− ϕ(x)

]2
dx+ β

T∫

0

[
pn(t, β)

]2
dt → J [p].

Более детальный анализ различных типов сходимости
в приближенном решении задач управления можно полу-
чить на основе вариационных методов математической фи-
зики.



Глава 4

Управление с минимальной энергией

1. Элементы вариационных методов
математической физики

Вариационные методы математической физики широ-
ко используются при исследовании и практическом реше-
нии краевых задач для обыкновенных дифференциальных
уравнений и уравнений с частными производными (см., на-
пример, [15], [178], [220]. Основное содержание методов
можно сформулировать в виде ряда теорем в терминах
функционального анализа. Поэтому их можно применять
при решении задач, которые не имеют отношения к мате-
матической физике.

В настоящей работе они используются для исследова-
ния бесконечных линейных систем алгебраических уравне-
ний. Этими методами удается доказать теоремы существо-
вания и единственности решения таких систем и исследо-
вать различные методы их приближенного решения.

Рассмотрим вещественное сепарабельное гильбертово
пространство H, норму которого обозначим ‖u‖, а скаляр-
ное произведение через (u, v). Далее предположим, что за-
дан оператор A на некотором всюду плотном в H множе-
стве DA . Пусть оператор A обладает следующими свой-
ствами:

1◦. A — линеен.
2◦. A — симметричен, т. е. (A u, v) = (u, A v).
3◦. A — положителен в H, т. е. для любого ненулевого

элемента u ∈ DA выполняется (A u, u) > 0, а равенство
(A u, u) = 0 имеет место тогда и только тогда, когда1 u = θ.

Приведем пример такого оператора.

1Здесь θ — нулевой элемент пространства H .

113
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Пример 1.1. ПустьH = L2[0, 1], оператор A определя-

ется соотношением A u = −d
2u

dx2
на множестве DA дважды

непрерывно дифференцируемых на отрезке [0, 1] функций,
удовлетворяющих условиям: u(0) = u(1) = 0.

Известно, что множество DA дважды непрерывно диф-
ференцируемых на отрезке [0, 1] функций, удовлетворяю-
щих условиям: u(0) = u(1) = 0, является всюду плотным
в L2[0, 1]. Очевидно также, что A — линейный оператор.
Покажем, что он удовлетворяет условиям 2◦ и 3◦.

Для введенного оператора A выполнено 2◦. Действи-
тельно,

(A u, v) = −
1∫

0

d2u

dx2
v dx =

1∫

0

du

dx

dv

dx
dx =

−
1∫

0

u
d2v

dx2
dx = (u, A v).

Здесь при интегрировании по частям учтены граничные
свойства функций из множества DA .

Проверим свойство 3◦:

(A u, u) = −
1∫

0

d2u

dx2
u dx =

1∫

0

(
du

dx

)2

dx > 0

при всех u(x) ∈ DA . Здесь равенство нулю выполняется

тогда и только тогда, когда
du(x)

dx
= 0, т. е. при условии

u(x) ≡ const. Так как все функции из DA удовлетворяют
условию u(0) = u(1) = 0, то u(x) ≡ 0.

Справедлива теорема.

Теорема 1.1. Если DA — всюду плотное в H множе-
ство, оператор A положителен в H и f ∈ H, то уравне-
ние

A u = f (1.1)

в DA может иметь не более одного решения.
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Доказательство. От противного: пусть A u0 = f и
A v0 = f . Тогда A

(
u0 − v0

)
= θ, поэтому справедливо(

A (u0 − v0), (u0 − v0)
)
= 0 и, в силу свойства 3◦, выполня-

ется u0 = v0.

Теорема 1.2. Пусть оператор A положителен в H.
Для того чтобы элемент u0 ∈ DA был решением уравне-
ния (1.1), необходимо и достаточно, чтобы этот элемент
доставлял минимум функционалу

F [u] = (A u, u)− 2(f, u) (1.2)

на этом множестве.

Доказательство. Необходимость. Предположим,
что выполнено равенство A u0 = f и v = u0 + η — элемент
множества DA для η 6= θ. Тогда справедливо

F [v] = F [u0 + η] =
(
A (u0 + η), u0 + η

)
− 2(f, u0 + η) =

=
(
A u0, u0

)
− 2(f, u0) + 2

(
A u0, η

)
− 2(f, η)+

+
(
A η, η

)
= F [u0] +

(
A η, η

)
.

Из свойства 3◦ следует, что F [u0 + η] > F [u0] при η 6= 0.
Достаточность. Пусть u0 ∈ DA доставляет минимум

функционалу F , т. е. F [u0 + tη] > F [u0] для всех η ∈ DA .
Тогда

F [u0 + tη]− F [u0] = t2
(
A η, η

)
− 2t

(
A u0 − f, η

)
.

Заметим, что правая часть полученного равенства неотри-
цательна, если A u0 = f .

1.1. Уравнения с положительно определенным
оператором. Более детальный анализ связи уравнения
A u = f с функционалом F [u] = (A u, u) − 2(f, u) начнем
с определения.

Определение 1.1. Положительный в H оператор A

называется положительно определенным в H, если суще-
ствует такая постоянная γ, что выполняется неравенство
(A u, u) > γ2‖u‖2 для всех u ∈ DA .

Пример 1.2. Оператор A, определенный в примере 1.1,
является положительно определенным. Действительно, по-
скольку для u ∈ DA справедливо
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|u(x)|2 =
∣∣∣∣∣

x∫

0

du(z)

dz
dz

∣∣∣∣∣

2

6

x∫

0

dz ·
x∫

0

[ du(z)
dz

]2
dz,

то

1∫

0

|u(x)|2 dx 6

1∫

0

[ du(x)
dx

]2
dx. Следовательно, имеет ме-

сто следующее неравенство: (A u, u)=

1∫

0

(du
dx

)2
dx > ‖u‖2.

Таким образом, введенный оператор A является положи-
тельно определенным в L2[0, 1].

В подпространстве DA определим норму [u] элемента

u следующим образом: [u] = (A u, u)1/2. Введенный опе-
ратор обладает всеми свойствами нормы, поэтому DA —
нормированное пространство. Далее определим в DA ска-
лярное произведение элементов u и v из DA , положив
[u, v] = (A u, v).

Пополним DA предельными элементами всех фунда-
ментальных последовательностей {un}∞n=1 из DA . На этих
предельных элементах определим ту же норму и то же
скалярное произведение. В результате получим гильбер-
тово пространство, порожденное оператором A , которое
называется энергетическим пространством оператора A

и обозначается HA . Норма [u] и скалярное произведение
[u, v] называются соответственно энергической нормой и
энергическим скалярным произведением этого оператора.

Пример 1.3. Для оператора A , определенного в при-
мере 1.1, получаем

[u]2 = (A u, u) =

1∫

0

(du
dx

)2
dx, [u, v] = (A u, u) =

1∫

0

du

dx

dv

dx
dx.

Следовательно, любой последовательности {un}∞n=1 из
DA , фундаментальной в смысле нормы [u], соответствует
предельный элемент u, принадлежащий энергетическому
пространству. Поэтому энергетическое пространство есть
множество функций u = u(x), для которых выполнено
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1∫

0

(du
dx

)2
dx < ∞, т. е. это множество функций, имеющих

производную, интегрируемую с квадратом.

Если оператор A положительно определен в H (см.
определение 1.1), то выполнено неравенство для всех эле-
ментов u ∈ DA :

[u] > γ‖u‖. (1.3)

Если последовательность {un} фундаментальна в HA , то
из (1.3) следует, что она фундаментальна и в H. Поэтому
имеет место вложение HA ⊂ H.

Выясним, как выглядит функционал F (см. (1.2)), опре-
деленный на DA , в этом энергетическом пространстве. По-

скольку из (1.3) следует, что ‖u‖ 6
1

γ
[u] для всех u ∈ DA

и справедливы неравенства

|(f, u)| 6 ‖f‖ · ‖u‖ 6
1

γ
‖f‖ · [u],

то линейный функционал (f, u) ограничен в энергетиче-
ской норме. Поэтому существует такой элемент ℓ ∈ DA ,
что выполняется (f, u) = [ℓ, u]. Следовательно, введенный
функционал F имеет следующий вид:

F (u) = (A u, u)− 2(f, u) = [u]2 − 2[ℓ, u].

Этот функционал с сохранением нормы можно продолжить
на все пространство HA , т. е. найдется такой элемент u0 из
HA , что

F (u) = [u]2 − 2[u0, u] = [u− u0]
2 − [u0]

2. (1.4)

Очевидно, что функционал F достигает минимума на
элементе u0 ∈ HA , а в силу теоремы 1.2 этот элемент явля-
ется решением уравнения (1.1) и по теореме 1.1 это решение
единственно.

Если u0 ∈ DA , то u0 называется классическим решени-
ем уравнения (1.1), если u0 6∈ DA , то u0 называется обоб-
щенным решением уравнения (1.1).
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Пример 1.4. Для оператора A из примера 1.1 урав-

нение (1.1) имеет вид
d2u

dx2
= f(x), f ∈ L2[0, 1]. Если ис-

кать решение u = u(x) этого уравнения, удовлетворяю-
щее граничным условиям u(0) = u(1) = 0, то возможны
два случая. Функция u(x) принадлежит DA или u 6∈ DA .

Во втором случае она обладает свойством

1∫

0

(du
dx

)2
dx <∞

и является обобщенным решением уравнения. В том и дру-
гом случае решение единственно.

Поскольку H сепарабельно, то HA также является се-
парабельным. Следовательно, в HA существует полная ор-
тонормированная система

{
wn

}∞
n=1

. Решение u0 ∈ HA урав-

нения (1.1) имеет вид u0 =

∞∑

n=1

[u0, wn]wn. Тогда конечная

сумма uN0 =
N∑

n=1

[u0, wn]wn есть приближение этого реше-

ния. В силу теоремы о минимальном свойстве рядов Фу-
рье это приближение является наилучшим приближением
в HA решения u0 среди всех конечных линейных комбина-

ций вида
N∑

n=1

cnwn.

Можно доказать также, что такие приближения устой-
чивы к помехам оператора A и элемента f .

Вывод. Если оператор A положительно определен, то
задача решения уравнения (1.1) сводится к задаче миними-
зации функционала F вида (1.2) при этом:

1) установлено существование и единственность ре-
шения;

2) указана процедура нахождения приближенного ре-
шения;

3) указанная процедура устойчива.
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1.2. Уравнение с положительным оператором.
Пусть теперь оператор A не является положительно опре-
деленным в H, но положительным. Это означает, что

∀n ∈ N ∃un ∈ DA : (A un, un) <
1

n2
‖un‖2). (1.5)

В силу условия (1.5) имеет место включение H ⊂ HA . По-
этому линейный вH функционал (f, u) может быть неогра-
ниченным в DA и его, вообще говоря, нельзя представить
в следующем виде: (f, u) = [ℓ, u]. Однако справедлива

Теорема 1.3. Для того чтобы уравнение (1.1) имело
решение в HA , необходимо и достаточно, чтобы суще-
ствовала такая постоянная N > 0, что |(f, u)| 6 N [u]
для всех u ∈ DA .

Дока з а т е л ь с т в о. При выполнении следующего ус-
ловия: |(f, u)| 6 N [u] для всех u ∈ DA функционал F (u)
можно представить в виде: F (u) = [u]2 − 2[ℓ, u] для всех u
из DA . Функционал [ℓ, u] продолжаем на все пространство
HA с сохранением нормы и находим элемент u0 ∈ HA та-
кой, что [ℓ, u] = [u0, u]. Таким образом, в пространстве HA

функционал F (u) можно представить в виде (1.4). Следо-
вательно, элемент u0 ∈ HA доставляет минимум функцио-
налу F (u).

Пусть u0 — решение уравнения A u = f . Функционал
F (u) можно представить в виде

F (u) = [u]2 − 2(f, u). (1.6)

Его можно рассматривать как функционал, определенный
в гильбертовом пространстве HA , в котором DA — всюду
плотное множество. Следовательно, по теореме 4.2 элемент
u0 доставляет минимум функционалу (1.6). Это возможно
лишь при условии, что функционал (f, u) ограничен в мет-
рике пространства HA . Теорема доказана.

Если u0 ∈ DA , то u0 называется классическим решени-
ем уравнения (1.1), если u0 6∈ DA , то u0 называется обоб-

щенным решением уравнения (1.1)2.

2Обратим внимание на то, что в этом случае либо u0 ∈ H \DA ,
либо u0 ∈ HA \H .
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Замечание 1.1. Заметим, что на практике проверка
условия |(f, u)| 6 N [u] для конкретного функционала не
всегда является простой задачей. Поэтому представляет
интерес получение практически проверяемых достаточных
условий.

Поскольку H — сепарабельное пространство, то в HA

оператор A имеет полную ортонормированную в l2 систе-
му собственных элементов {wn}∞n=1 и последовательность
соответствующих собственных значений {ρn}∞n=1:

A wn = ρnwn, n = 1, 2, . . .

Теорема 1.4. Для того чтобы уравнение (1.1) с по-
ложительным оператором A имело решение в простран-

стве HA , достаточно, чтобы сходился ряд

∞∑

n=1

(
f2n/ρn

)
, где

fn = [f, wn].

Дока з а т е л ь с т в о. Из сходимости ряда

∞∑

n=1

(
f2n/ρn

)

следует, что существует такая положительная постоянная

N , что

∞∑

n=1

(
f2n/ρn

)
6 N2.

Покажем, что из условия теоремы 1.4 следует выпол-
нение условия теоремы 1.3.

Сначала заметим, что произвольный элемент v из HA

можно представить в виде v =

∞∑

n=1

vnwn, vn = [v, wn]. По-

этому можно записать следующую цепочку равенств:

[v, v] =

(
A

( ∞∑

n=1

vnwn

)
,

∞∑

n=1

vnwn

)
=

=

(
∞∑

n=1

vnA wn,

∞∑

n=1

vnwn

)
=

=

(
∞∑

n=1

ρnvnwn,
∞∑

m=1

vmwm

)
=

∞∑

n=1

ρnv
2
n. (1.7)
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Если f =
∞∑

n=1

fnwn и u =
∞∑

n=1

unwn, то из (1.7) следует

|(f, u)| =
∣∣∣
∞∑

n=1

fnun

∣∣∣ =
∣∣∣
∞∑

n=1

fn√
ρn

un
√
ρn

∣∣∣ 6

6

√√√√
∞∑

n=1

f2n
ρn

·

√√√√
∞∑

n=1

ρnu2n 6 N [u].

Отсюда следует, что функционал f(u) можно предста-
вить в виде f(u) = [u0, u] при всех u ∈ HA , а функцио-
нал F (u) при этом допускает следующее представление:
F (u) = [u − u0]

2 − [u0]
2. Следовательно, элемент u0 из

u ∈ HA является решением уравнения A u = f .

1.3. Приближенное решение уравнения (1.1).
В этом пункте рассмотрим методы приближенного реше-
ния уравнения A u = f . При этом будем предполагать, что
A — положительный оператор, H сепарабельно, а спектр
оператора A является чисто точечным. Кроме того, будем
предполагать, что все собственные элементы оператора A

принадлежат DA .
Один из наиболее естественных способов построения

приближенного решения уравнения состоит в следующем.

Предположим, что fN =

N∑

n=1

fnwn, fn = [f,wn]. Тогда в

качестве приближенного решения исходного уравнения бе-
рется решение уравнения

A u = fN . (1.8)

Теорема 1.5. При выполнении условий теоремы 1.4
решения уравнения (1.8) сходятся к решению уравнения
A u = f в метрике пространства HA при N → ∞.

Дока з а т е л ь с т в о. Так как любой элемент u можно

представить в виде u =

∞∑

n=1

unwn, un = [u,wn], то решения
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уравнений (1.1) и (1.8) можно представить соответственно

в виде u =
∞∑

n=1

fn
ρn

wn, uN =
N∑

n=1

fn
ρn

wn.

Поэтому при N → ∞
[
u− uN

]2
=
(
A (u− uN ), u− uN

)
=

=

(
∞∑

n=N+1

fnwn,
∞∑

n=N+1

fn
ρn

wn

)
=

∞∑

n=N+1

f2n
ρn

→ 0.

Теорема 1.6. Решение уравнения (1.1) неустойчиво в

HA относительно малых в H изменений f , т. е. если u0

и uN решения уравнений (1.1) и (1.8) соответственно, то

из того, что ‖f − fN‖ → 0 при N → ∞, вообще говоря, не

следует, что [u0 − uN ] → 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть

f=

∞∑

n=1

fnwn, f
N =

∞∑

n=1

fNn wn, ‖f −fN‖=
∞∑

n=1

(
fn−fNn

)2→ 0.

Тогда очевидно, что

u0 =

∞∑

n=1

u0nwn, u
N =

∞∑

n=1

uNn wn, где u0n =
fn
ρn
, uNn =

fNn
ρn

и, следовательно, [u0 − uN ]2 =
∞∑

n=1

(fn − fNn )2

ρn
. Поскольку

ρn → 0, то из стремления к нулю величины

∞∑

n=1

(fn − fNn )2

далеко не всегда будет следовать, что
∞∑

n=1

(fn − fNn )2

ρn
→ 0 при N → 0. (1.9)

Следствие 1.1. Если в уравнениях (1.1) и (1.8) выпол-
нено условие (1.9), то решение уравнения (1.1) устойчиво
в HA относительно малых в H изменений f .

С вычислительной точки зрения представляет интерес
случай, когда в уравнении (1.1) оператор A и элемент f
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вычисляются приближенно, т. е. вместе с этим уравнением
рассматривается семейство уравнений

Anu = fn, n = 1, 2, . . . , (1.10)

где операторы An положительны при любом n и обладают
всеми теми свойствами, о которых говорилось в начале на-
стоящего пункта относительно оператора A . Кроме того,
предполагается, что

‖A − An‖ → 0, ‖f − fn‖ → 0 при n→ ∞.

Для детального анализа связей, которые существуют
между уравнениями (1.1) и (1.10) и потребуются нам в
дальнейшем, рассмотрим два случая.

1. Оператор An является проекцией оператора A на
подпространство, порожденное первыми n собственными
элементами оператора A .

2. Оператор An является той же проекцией, но вычис-
ленной с некоторой погрешностью.

Сначала рассмотрим первый случай. Пусть wi — соб-
ственный элемент оператора A , т. е. A wi = ρiwi, а Hi —
одномерное пространство, порожденное этим оператором,
т. е. множество всех элементов из H, представимых в виде
u = αwi, где α — любое вещественное число.

Определение 1.2. Оператор Pi, определяемый фор-
мулой

Piu = (u, wi)wi, u ∈ H,

называется оператором проектирования H на Hi.

Очевидны простейшие свойства этого оператора:

1) PiPj = δijPi, где δij — символ Кронекера;

2) A =
∞∑
i=1

ρiPi.

Таким образом, согласно предположению, оператор An

можно представить в виде An =

n∑

i=1

ρiPi, и при n → ∞

условие ‖A − An‖ → 0 будет выполняться, если
∞∑

i=1

ρi <∞. (1.11)
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Считая, что это неравенство имеет место, можно срав-
нить решения уравнений. Легко устанавливается, что ре-
шения уравнений (1.1) и (1.10) можно представить соот-

ветственно в виде u =
∞∑

i=1

fi
ρi
wi, un =

n∑

i=1

fi
ρi
wi, и поэтому

[u− un] → 0 при n→ ∞.
Полученный результат означает, что справедлива тео-

рема.

Теорема 1.7. Если An является оператором проек-
тирования A на n-мерное пространство, порожденное n
собственными элементами оператора A , и выполняется
условие (1.11), то решение уравнения Anu = fn сходится
в HAn

к решению уравнения A u = f при n→ ∞.

Рассмотрим теперь второй случай.
Пусть An является результатом приближенного вычис-

ления оператора проектирования на подпространство, на-
тянутое на собственные элементы w1, . . . , wn оператора A .
Это означает, что An = Bn+Gn, где Bn — оператор проек-
тирования, а Gn — оператор, определяющий ошибку вычис-
лений, допущенных при построении Bn. Если, кроме того,
правая часть уравнения Anu = fn вычисляется с ошибкой
δn, то практически вместо уравнения Anu = fn приходится
решать уравнение

(Bn + Gn)u = fn + δn. (1.12)

Поэтому надо рассмотреть, насколько решение u = Un урав-
нения (1.12) уклоняется от решения u = un уравнения
Anu = fn.

Определение 1.3. Процесс нахождения решения un
уравнения Anu = fn называется o-устойчивым, если вы-
полнены условия:

1)
‖Gn‖
‖Bn‖

→ 0 при n→ ∞;

2) если
‖δn‖
‖fn‖ → 0 при n → ∞, то

‖Un − un‖
‖un‖

→ 0 при

n→ ∞.
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Следующая теорема3 дает исчерпывающий ответ на во-
прос об устойчивости процедуры построения приближенно-
го решения уравнений Anu = fn, n = 1, 2, . . .

Теорема 1.8. Для того чтобы процесс нахождения
последовательности {un} был o-устойчивым, необходимо
и достаточно, чтобы была ограниченной последователь-
ность

{
‖Bn‖ · ‖(Bn)−1‖

}
.

1.4. Регуляризация решения уравнения в случае
положительного оператора. Выше рассмотрены неко-
торые процедуры построения приближенных решений, ос-
нованные на использовании координатных элементов. В ка-
честве таких элементов использовались собственные эле-
менты оператора A . В этом пункте рассматривается дру-
гой способ построения приближенных решений того же
уравнения, не связанный с использованием координатных
систем.

Как и прежде, будем предполагать, что оператор A

имеет точечный спектр ρ1 > ρ2 > . . . > ρn > . . . , lim ρn = 0
при n→ ∞.

Теорема 1.9. Если A — положительный оператор в
H с точечным спектром, а {wn} — его полная ортонор-
мированная система собственных элементов, wn ∈ DA ,
то

lim
β→0

[u− u(β)] = 0, (1.13)

где u и u(β) — решения уравнений4
A u = f и βIu+A u = f

соответственно.

Дока з а т е л ь с т в о. Так как выполнены условия тео-
ремы 4.4, то уравнение A u = f имеет единственное реше-
ние u в пространстве HA . Уравнение βu + A u = f одно-
значно разрешимо в H при произвольном положительном
β, поскольку

(
(βI + A )u, u

)
> β‖u‖2 при всех u из DA

и, следовательно, оператор βI+A является положительно

3Доказательство этой теоремы см. в книге М.К. Г а в у ри н. Лек-
ции по приближенным вычислениям. М.: Наука, 1971. С. 22–23.

4Здесь I — оператор тождественного преобразования.
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определенным в H. Остается показать, что имеет место ра-

венство (1.13). Полагая u(β) =
∞∑

n=1

un(β)wn, f =
∞∑

n=1

fnwn,

из уравнения βu+A u = f находим, что un(β) = fn/(ρn+β).

Следовательно, u(β) =
∞∑

n=1

fn
ρn + β

wn. Так как уравнение

A u = f имеет решение u =

∞∑

n=1

fn
ρn

wn и ρm > ρm+1, то на

решениях уравнений выполняются равенства:

A u =

∞∑

n=1

fn
ρn
wn, βu(β) + A u(β) =

∞∑

n=1

fn
β + ρn

wn.

Поэтому получаем

[u− u(β)]2 =
(
A
(
u− u(β)

)
, u− u(β)

)
=

=

(
∞∑

n=1

ρnfn

[
1

ρn
− 1

ρn+β

]
wn,

∞∑

n=1

fn

[
1

ρn
− 1

ρn+β

]
wn

)
=

=

∞∑

n=1

ρnf
2
n

[
1

ρn
− 1

ρn + β

]2
= β2

∞∑

n=1

f2n
ρn

· 1

(ρn + β)2
6

6
β2

(ρN + β)2

N∑

n=1

f2n
ρn

+

∞∑

n=N+1

f2n
ρn
.

Пусть ε — произвольно малое положительное число.
Выберем N настолько большим, чтобы выполнялось нера-

венство

∞∑

n=N+1

f2n
ρn

<
ε2

2
. Это можно сделать в силу пред-

положения об элементе f . Зафиксировав такое N , выбе-
рем β настолько малым, чтобы выполнялось неравенство

β2

(ρN + β)2

N∑

n=1

f2n
ρn

<
ε2

2
. В результате получим [u−u(β)] < ε.
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2. Управление с минимальной энергией

2.1. Постановка задачи. По-прежнему будем испо-
льзовать обозначение Q = {(t, x) : 0 < t < T, 0 < x < 1}.
Предполагаем, что процесс описывается краевой задачей

∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= 0, (t, x) ∈ Q; (2.1)

u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1; (2.2)

ux(t, 0) = 0, ux(t, 1) + α
[
u(t, 1)− p(t)

]
= 0; (2.3)

здесь α = const > 0.

Задача 2.1. Пусть процесс описывается краевой за-
дачей (2.1)–(2.3) и допустимые управления p = p(t) при-
надлежат пространству L2[0, T ]. Требуется найти та-
кое управление p = p(t), что для соответствующего ему
решения u = u(t, x) краевой задачи (2.1)–(2.3) выполнено
условие

u(T, x) = ϕ(x), 0 6 x 6 1, (2.4)

и при этом функционал

J [p ] =

T∫

0

p2(t) dt (2.5)

достигал бы своего наименьшего значения.

2.2. Эквивалентные задачи. Для решения задачи
2.1 будем поступать стандартным способом, используя соб-
ственные функции, которые находим при решении задачи
Штурма–Лиувилля:

X ′′(x) + λ2X(x) = 0,

X ′(0) = 0, X ′(1) + αX(1) = 0.

Собственные значения λn, n = 1, 2, . . . , являются кор-
нями следующего уравнения: λ tgλ = α. При этом спра-

ведливо соотношение (см. (2.2) в гл. 3)
λn

(n− 1)π
→ 1 при
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n→ ∞. Соответствующие им собственные функции имеют
вид Xn(x) = Cn cosλnx, причем выполняется

1∫

0

Xn(x)Xm(x) dx = δnm =

{
1, n = m;

0, n 6= m.

Обратим внимание на тот факт, что система собственных
функций

{
Xn(x)

}∞
n=1

является полной в L2[0, T ].
Таким образом, решение u = u(t, x) краевой задачи

(2.1)–(2.3) можно представить в виде функционального ря-

да u(t, x) =

∞∑

n=1

un(t)Xn(x), где каждая из функций un(t)

является решением задачи Коши (см. (3.20))

u̇n(t) + a2λ2nun(t) = a2αXn(1)p(t), un(0) = 0,

и имеет вид un(t) = a2αXn(1)

t∫

0

e−a2λ2
n(t−τ) p(τ) dτ .

Учитывая сказанное, условие (2.4) можно переписать
следующим образом, используя коэффициенты Фурье для
n = 1, 2, . . . :

a2αXn(1)

T∫

0

e−a2λ2
n(T−τ)p(τ) dτ = ϕn, (2.6)

где

ϕn =

1∫

0

ϕ(x)Xn(x) dx, ϕ(x) =

∞∑

n=1

ϕnXn(x). (2.7)

Поэтому от задачи 2.1 можно перейти к следующей задаче.

Задача 2.2. Найти управляющую функцию p = p(t),
удовлетворяющую системе (2.6), на которой функционал
J [p] вида (2.5) достигает наименьшего значения.
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Обратим внимание на тот факт, что, согласно теоре-

ме Мюнца5, система функций
{
e−a2λ2

n(T−t)
}∞
n=1

не являет-
ся полной в пространстве L2[0, T ]. Это означает, что про-
странство L2[0, T ] можно представить в виде
L2[0, T ] = Hλ ⊕H⊥

λ , где Hλ — подпространство простран-

ства L2[0, T ], в котором система функций
{
e−a2λ2

n(T−t)
}∞
n=1

является базисом, а H⊥
λ — его ортогональное дополнение.

Заметим, что J [p] имеет вид J [p] = ‖p‖2, здесь симво-
лом ‖·‖ обозначена норма элемента в пространстве L2[0, T ].
Произвольная функция p из L2[0, T ] представима следую-
щим образом: p = p0+p1, где p0 ∈ Hλ и p1 ∈ H⊥

λ . При этом
справедливо равенство ‖p‖2 = ‖p0‖2 + ‖p1‖2.

Рассматриваемая нами задача 2.2 состоит в отыскании
управления p, на котором рассматриваемый функционал
J [p] = ‖p‖2 достигает своего наименьшего значения при
выполнении условий (2.6).

Обозначим через (p, ψ) скалярное произведение функ-
ций p и ψ из L2[0, T ]. Тогда условия (2.6) для n = 1, 2, . . .
можно представить в следующем виде:

(rn e
−a2λ2

n(T−t), p(t)) = ϕn, rn = a2αXn(1). (2.8)

Таким образом, рассматриваемая задача об оптималь-
ном управлении может быть сформулирована в терминах
функционального анализа.

Задача 2.3. Требуется найти элемент p ∈ L2[0, T ] с
минимальной нормой, удовлетворяющий условиям (2.8).

Покажем, что решение задачи 2.3 сводится к решению
бесконечномерной системы линейных неоднородных алгеб-
раических уравнений.

Поскольку функция p из пространства L2[0, T ] пред-
ставима в виде p = p0 + p1, где p0 ∈ Hλ и p1 ∈ H⊥

λ , то

5См., например, Математическая энциклопедия. М.: Изд-во Со-
ветская энциклопедия, 1982. Т. 3. С. 846.
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имеют место следующие выражения:

p0(t) =

∞∑

m=1

γmrme
−a2λ2

m(T−t),

(
rne

−a2λ2
n(T−t), p1(t)

)
= 0,

(2.9)

здесь n = 1, 2, . . . Так как

‖p0‖2 =
∞∑

m,n=1

γmγn

T∫

0

rmrne
−a2λ2

m(T−t)e−a2λ2
n(T−t) dt <∞,

то постоянные γn, n = 1, 2, . . . , удовлетворяют следующе-
му условию:

∞∑

m,n=1

Mmnγmγn <∞, (2.10)

где

Mmn =
rmrn

a2(λ2m + λ2n)

(
1− e−a2(λ2

m+λ2
n)T
)
. (2.11)

Из второго равенства в (2.9) следует, что слагаемое p1
не влияет на то, удовлетворяет ли элемент p ∈ L2[0, T ]
условиям (2.8). В силу равенства ‖p‖2 = ‖p0‖2 + ‖p1‖2 эле-
мент p1 увеличивает норму элемента p. Поэтому оптималь-
ное управление следует искать в виде

p(t) =
∞∑

m=1

γmrme
−a2λ2

m(T−t). (2.12)

Функцию (2.12) подставим в систему (2.6) и воспользу-
емся обозначением (2.11), получаем

∞∑

m=1

Mmnγm = ϕn, n = 1, 2, . . . (2.13)

Полученный результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема 2.1. Управление с минимальной энергией 6

представимо в виде (2.12), где постоянные γm образуют
решение системы уравнений (2.13) и удовлетворяют усло-
вию (2.10).

6Если оно существует!
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2.3. Решение системы уравнений (2.13). Чтобы
доказать существование и единственность решения систе-
мы (2.13), перепишем систему в операторной форме:

M γ = ϕ, (2.14)

где оператор M определяется матрицей с элементами Mnm

(см. (2.11)), а ϕ ∈ l2, поскольку
∞∑

k=1

ϕ2
k < ∞. Это уравне-

ние можно исследовать изложенными выше вариационны-
ми методами.

Определение 2.1. Множество элементов из l2 с нор-
мой и скалярным произведением пространства l2, удовле-
творяющих условию (M γ, γ) < ∞, будем называть про-
странством lλ.

Из (2.11) и того, что γ ∈ lλ, находим

(M γ, γ)=
∞∑

n,m=1

γnγmMnm=

∫ T

0

[
∞∑

k=1

rkγk e
−a2λ2

k
(t−T )

]2
dt>0.

Равенство нулю выполняется только на нулевом элементе.

Теорема 2.2. Оператор M в уравнении (2.14) являет-
ся положительным, но не положительно определенным в
пространстве lλ.

Дока з а т е л ь с т в о. Прежде всего покажем, что опе-
ратор M действует из l2 в l2. Пусть γ = {γ1, . . . , γn, . . . }

принадлежит l2, т. е. выполняется

∞∑

n=1

γ2n < ∞. Тогда для

элемента b, определяемого равенством b=M γ, будем иметь

∞∑

m=1

b2m =

∞∑

m=1

[
∞∑

n=1

Mmnγn

]2
6

∞∑

m=1

[
∞∑

n=1

M2
mn

∞∑

n=1

γ2n

]
=

= ‖γ‖2
∞∑

m=1

∞∑

n=1

[
rmrn

a2(λ2m + λ2n)

(
1−e−a2(λ2

m+λ2
n)T
)]2

<

<‖γ‖2
∞∑

m=1

∞∑

n=1

[
rmrn

a2(λ2m + λ2n)

]2
6

‖γ‖2
2

[
∞∑

m=1

r2m
a2λ4m

]2
=K2‖γ‖2.
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Последнее равенство в этой цепочке справедливо пото-

му, что
λm

π(m− 1)
→ 1 при m → ∞. Очевидны также два

следующих свойства этого оператора.

1◦. M аддитивен и однороден в lλ, т. е. линеен.
2◦. M ограничен и симметричен в lλ, т. е. выполняет-

ся следующее равенство: (M a, b) = (a, M b) при
произвольных a и b из lλ.

Докажем, что оператор M действует из lλ в lλ. Пред-
положим, что a ∈ lλ и b = M a. Тогда

(b,M b) = (M a,M 2a) 6 ‖M a‖ · ‖M 2a‖ 6 ‖M ‖3‖a‖2 <∞.

Таким образом, оператор M обладает всеми свойствами
положительного оператора в подпространстве lλ.

Докажем, что он не является положительно определен-
ным, т. е. не существует постоянной δ > 0 такой, что для
всех γ ∈ lλ выполняется неравенство

(γ,M γ) > δ‖γ‖2. (2.15)

С этой целью возьмем последовательность элементов

{γn} таких, что γn = {
n−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, 1, 0 . . .}. Тогда ‖γn‖ = 1 и

(γn,M γn) =
r2n

2a2λ2n

(
1− e−2a2λ2

nT
)
→ 0 при n→ ∞,

что противоречит неравенству (2.15). Теорема доказана.
Используя этот результат, можно определить энергети-

ческое пространство lM , порожденное оператором M . Оно
состоит из последовательностей типа a = {an}. Скалярное
произведение и норма в нем определяются соответственно
формулами [a, b] = (a,M b), [a] =

√
(a,M a).

После этого можно применять теоремы о свойствах
уравнений с положительным оператором и их решений (см.
§ 1). Применяя теорему 1.3, получаем следующий важный
результат.

Теорема 2.3. Для того чтобы уравнение (2.14) име-
ло решение в энергетическом пространстве lM , необходи-
мо и достаточно, чтобы существовала такая постоянная
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N > 0, что

|(γ, ϕ)|2 6 N(γ,M γ) (2.16)

для всех γ ∈ lM .7

Неравенство (2.16) можно представить в виде

∣∣∣
∞∑

n=1

ϕnγn

∣∣∣
2
6 N

∞∑

n, k=1

γnγkrnrk
a2
(
λ2n + λ2k

)
(
1− e−a2(λ2

n+λ2
k
)T
)

для всех γ ∈ lM . Указать класс элементов ϕ ∈ l2, для эле-
ментов которого справедливо это неравенство, практиче-
ски не удается. Поэтому воспользуемся достаточным усло-
вием (теорема 1.4). С этой целью рассмотрим задачу на
собственные элементы и собственные значения: Mα = ρα.

Замечание 2.1. Из теоремы Виета получаем, что след
матрицы M , определяющей оператор M , равен сумме его

собственных значений: SpM =
∞∑
n=1

ρn, но для следа матри-

цы M справедливо SpM =

∞∑

n=1

1− e−2a2λ2
nT

2a2λ2n
r2n и ряд, стоя-

щий в правой части этого равенства, сходится в силу того,
что λn ∼ Cn при n → ∞. Следовательно, ρn → 0 при

n→ ∞. Более того,
∞∑

n=1

ρn <∞.

Применяя теорему 1.4 к рассматриваемому уравнению,
легко доказывается следующее утверждение.

Теорема 2.4. Если правая часть ϕ = {ϕ1, ϕ2, . . . } в
уравнении (2.14) удовлетворяет условию

∞∑

n=1

ϕ2
n

ρn
<∞, (2.17)

то уравнение (2.14) имеет единственное решение γ = γ0

в энергетическом пространстве lM .

Такое решение определяет управление p0 (см. (2.9)), ко-
торое определяет управление с минимальной энергией. Та-
ким образом, справедлива следующая

7Здесь выполнено l2 ⊂ lM , но не наоборот!
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Теорема 2.5. Если выполнено условие (2.17), то управ-
ление p0 с минимальной энергией определяется однознач-
но и может быть представлено в виде следующего ряда:

p0(t) =
∞∑

n=1

γ0nrne
−a2λ2

n(t−T ), где γ0 = {γ01 , . . . , γ0n, . . . } — ре-

шение уравнения (2.14).

Представляет интерес также следующее утверждение.

Теорема 2.6. Если последовательность ϕnλn неогра-
ничена, то уравнение (2.14) не имеет решения в простран-
стве lM .

Дока з а т е л ь с т в о. Возьмем последовательность эле-

ментов {γn} таких, что γn =
{ n−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0,

aλn
rn

, 0, . . .
}
. Так как

(γn, M γn) =
1

2

(
1− e−2a2λ2

nT
)
<

1

2
, то γn ∈ lM при любом

n.
Справедливо (ϕ, γn) =

a

rn
ϕnλn, следовательно, не су-

ществует постоянной R такой, что условие (ϕ, γn) 6 R[γn]
выполняется при любом натуральном n. Условия теоремы
1.3 не выполняются, и поэтому уравнение (2.14) не имеет
решения в энергетическом пространстве lM .

На основе этой простой теоремы можно проанализи-
ровать различные задачи об управлении с минимальной
энергией и указать достаточные условия, при выполнении
которых они не имеют решения. Ясно, что такой результат
не может служить инструментом для практического реше-
ния конкретных задач. Тем не менее он полезен хотя бы
тем, что позволяет «отсеивать» неразрешимые задачи.

Следствие 2.1. Если выполнены условия теоремы 2.6,
то задача об управлении с минимальной энергией не име-
ет решения.

2.4. Приближенное решение задачи об управле-
нии с минимальной энергией. Полученные результаты
позволяют установить ряд полезных свойств приближен-
ных решений задачи об управлении с минимальной энер-
гией. Рассмотрим каждое из них.
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Пусть ϕm = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, 0, 0 . . .} — приближение
правой части ϕ = {ϕ1, ϕ2, . . . } уравнения (2.14). Тогда на-
ряду с уравнением (2.14) имеем уравнение

M γ = ϕm. (2.18)

Непосредственным следствием теоремы 3.5 является сле-
дующее утверждение.

Теорема 2.7. При выполнении условий теоремы 2.4
решение γ = γm уравнения (2.18) сходится к решению

γ = γ0 уравнения (2.14) в метрике энергетического про-
странства lM при m→ ∞.

Учитывая, что соответствующие этим решениям управ-
ления определяются формулами:

p0(t) =

∞∑

n=1

rnγ
0
ne

a2λ2
n(t−T ), pm(t) =

∞∑

n=1

rnγ
m
n e

a2λ2
n(t−T ),

находим, что верно утверждение.

Следствие 2.2. При выполнении условий теоремы 2.4
справедливо ‖p0 − pm‖L2[0, T ] → 0 при m→ ∞.

Воспользуемся теперь теоремой 2.7. Пусть Pi — опе-
ратор проектирования в lM , а ρ1, . . . , ρn, . . . — собственные
значения матрицы, определяющей оператор M и собствен-
ные элементы этого оператора — ω1, . . . , ωn, . . . Тогда верно

M =
∞∑
i=1

ρiPi. Полагая M n =
n∑

i=1
ρiPi, вместе с уравнением

(2.14) будем рассматривать уравнение

M
nγ = ϕn, (2.19)

где ϕn = {ϕ1, . . . , ϕn} и ϕi = (ϕ,ωi).

Теорема 2.8. Если оператор M n является проекци-
ей оператора M на n-мерное пространство, порожденное
первыми n собственными элементами ωi, i = 1, . . . , n,
оператора M , то решение γn = {γn1 , . . . , γnn} уравнения

(2.19) сходится в lMn к решению γ0 = {γ01 , . . . , γ0n, . . .} урав-
нения (2.14) при n→ ∞.

Дока з а т е л ь с т в о. Оператор M удовлетворяет всем
условиям теоремы 1.7. Следует лишь обратить внимание на
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условие (1.11), которое особо отмечается в этой теореме, а в
доказываемой теореме оно не указывается. Дело в том, что
здесь условие (1.11) выполнено, потому что след матрицы
M ограничен (см. замечание 2.1).

Из этой теоремы получаем важное утверждение.

Следствие 2.3. Управления:

pn(t) =

n∑

i=1

riγ
n
i e

a2λ2
i (t−T ), p0(t) =

∞∑

i=1

riγ
0
i e

a2λ2
i (t−T )

обладают свойством ‖p0 − pn‖ → 0 при n→ ∞.

Следующие две теоремы и вытекающие из них след-
ствия характеризуют влияние погрешностей вычисления
данных задачи на результаты ее решения.

Теорема 2.9. Решение уравнения 2.14 неустойчиво в
lM относительно малых в lM изменений ϕ, т. е. если γ0

и γn решения уравнений M γ = ϕ0 и M γ = ϕn соответ-
ственно, то из того, что ‖ϕ−ϕn‖ → 0 при n→ ∞, вообще

говоря, не следует, что [γ0 − γn] → 0.

Чтобы применить этот результат непосредственно к ана-
лизу управления с минимальной энергией, следует вспом-
нить, что компоненты ϕn вектора ϕ в уравнении M γ = ϕ
являются коэффициентами Фурье функции ϕ(x) из L2(0, 1)
(см. (2.8)).

Теперь вместе с задачей минимизации функционала
(2.5) при условиях (2.4) рассмотрим ту же задачу, но вме-
сто (2.4) возьмем условие u(T, x) = ϕn(x), ϕn(x) ∈ L2[0, 1],

где ϕn(x) =

n∑

k=1

ϕkXk(x). Соответствующие управления с

минимальной энергией обозначим через p0 и pn. Тогда мож-
но записать:

p0(t) =

∞∑

i=1

riγ
0
i e

a2λ2
i (t−T ), pn(t) =

∞∑

i=1

riγ
n
i e

a2λ2
i (t−T ).

Следствие 2.4. Из того, что выполнено ‖ϕ−ϕn‖ → 0
при n→ ∞, вообще говоря, не следует, что будет выпол-
няться ‖p0(t)− pn(t)‖ → 0 при n→ ∞.
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Теорема 2.10. Если существуют такие элементы Φ,
Φn из l2, что ϕm =

√
ρm Φm и ϕn

m =
√
ρm Φ

n
m, то решения

γ и γn уравнений (2.14) и (2.19) соответственно таковы,
что ‖γ−γn‖HM

→ 0 при n→ ∞ как только ‖Φ−Φn‖l2 → 0
при n→ ∞.

Существование решений γ0 и γn непосредственно сле-
дует из теоремы 2.4. Если существуют Φ и Φn из простран-
ства l2 такие, что выполнено ϕm=

√
ρm Φm и ϕn

m=
√
ρm Φ

n
m,

то верно равенство
∞∑

m=1

(
ϕm − ϕn

m

)2

ρm
=

∞∑

m=1

(
Φm − Φn

m

)2
. Та-

ким образом, если выполняется ‖Φ−Φn‖l2 → 0 при n→ ∞,

то
∞∑

m=1

(
ϕm − ϕn

m

)2

ρm
→ 0 при n→ ∞. Поэтому справедливо

‖γ0 − γn‖ → 0 при n→ ∞.

Следствие 2.5. При выполнении условий теоремы
2.10 управления p0 и pn обладают свойством: ‖p0−pn‖ → 0
при n→ ∞.

В уравнении (2.19) оператор M n определяется конечно-
мерной матрицей Mn в пространстве Rn, базисом которого
является набор ω1, . . . , ωn первых n собственных элементов
бесконечномерной матрицы {Mnk} (см. (2.11)), а собствен-
ными значениями являются числа ρ1, . . . , ρn.

При решении практических задач использование опера-
тора M n не всегда приемлемо. Более естественно исполь-
зовать для этой цели оператор Mn, определяемый мат-

рицей, элементы которой mij имеют вид mij =
1

λ2i + λ2j
,

i, j = 1, . . . , n. Поэтому для приближенного решения урав-
нения (2.19) используется уравнение

Mnγ = f n.

Записывая оператор M n в виде M n = Mn+G n, можно
воспользоваться теоремой 4.8 для характеристики прибли-
женного решения уравнения (2.19).

В заключение этого параграфа рассмотрим вопрос об
использовании регуляризации в задаче об управлении с ми-
нимальной энергией.
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2.5. Использование штрафных функций. В § 3
рассмотрена краевая задача

∂u(x, t)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= 0, (t, x) ∈ Q;

u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1;

ux(t, 0) = 0, ux(t, 1) + α
[
u(t, 1)− p(t)

]
= 0, t > 0.

Критерием оптимальности выбран функционал

J [p] =

1∫

0

[
u(T, x)− ϕ(x)

]2
dx+ β

T∫

0

[
p(t)

]2
dt,

в котором момент времени t = T фиксирован, а ϕ(x) —
заданная функция из L2[0, 1]. Метод решения этой задачи
можно использовать как один из способов приближенно-
го решения задачи об управлении с минимальной энерги-
ей. При таком построении приближенного решения условие

u(T, x) = ϕ(x) заменяется слагаемым

1∫

0

[
u(T, x)−ϕ(x)

]2
dx,

которое вносится в критерий оптимальности, и задача ре-
шается при использовании последовательности убывающих
малых значениях β = βn. В теории штрафных функций до-
казывается, что такая процедура устойчива относительно
погрешностей вычислений.

В § 3 доказано, что оптимальное управление в этой за-
даче является решением интегрального уравнения:

βp(t) +

T∫

0

∞∑

n=1

qn(t) qn(τ)p(τ) dτ = f(t),

в котором:

f(t) =
∞∑

n=1

ϕnqn(t); K(t, τ) =
∞∑

n=1

qn(t) qn(τ);

qn(t) = a2αXn(1)e
a2λ2

n(t−T ).
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Решение этого уравнения ищется в виде

p(t) =

∞∑

n=1

γnrne
a2λ2

n(t−T ),

где rn = a2αXn(1) (см. (2.9)). В результате для опреде-
ления коэффициентов γn получается бесконечная система
алгебраических уравнений

βγk +
∞∑

n=1

Mknγn = ϕn,

в которой

Mkn =
rk rn

λ2k + λ2n

(
1− e−a2(λ2

k
+λ2

n)T
)
.

Если воспользоваться обозначениями (2.11), то эту си-
стему можно записать в виде

βγ + M γ = ϕ. (2.20)

Оператор β E + M является положительно определенным
в пространстве l2. Значит, это уравнение однозначно разре-
шимо в энергетическом пространстве этого оператора при
любом положительном β. Обозначим решение через γ(β) и
будем рассматривать вопрос о связи этого решения с реше-
нием γ0 уравнения M γ = ϕ (см. (2.14)).

Теорема 2.11. Если уравнение M γ = ϕ имеет реше-
ние γ0 в пространстве HM , а γ(β) — решение уравнения
(2.20), то

lim
β→0

[γ0 − γ(β)]M = 0.

Доказательство следует непосредственно из теоремы 4.9.



Глава 5

Динамическое программирование

Динамическое программирование — один из наиболее
распространенных методов решения задач об оптимальном
управлении системами с сосредоточенными параметрами.
Его основное достоинство состоит в том, что этим мето-
дом оптимальное управление находится как функция со-
стояния системы, т. е. решается задача синтеза оптималь-
ного управления. Однако при решении задач большой раз-
мерности (состояние системы определяется вектором боль-
шой размерности) вычислительные затруднения оказыва-
ются настолько значительными, что задача построения оп-
тимального управления может оказаться практически не-
разрешимой. Это явление в фольклоре математиков полу-
чило название «проклятие размерности».

В этой главе рассмотрим применение динамического
программирования к системам с распределенными пара-
метрами. Наиболее важным фактом в этой теории явля-
ется то, что уравнения Беллмана для таких систем удает-
ся получить, лишь используя теорию обобщенных решений
уравнений с частными производными.

1. Принцип оптимальности Беллмана

Сначала рассмотрим применение динамического про-
граммирования к задачам оптимального управления ко-
нечномерными системами. Пусть процесс описывается урав-
нениями:

dxi
dt

= Xi(t, x1, . . . , xn, u), i = 1, . . . , n. (1.1)

Допустимыми управлениями будем считать такие век-
торные функции u = u(t) = {u1(t), . . . , un(t)}, каждая ком-
понента которых кусочно непрерывна с конечным числом

140
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точек разрыва. Если Xi, удовлетворяют условиям теоре-
мы Коши при каждом конкретном управлении, то решение
xi = xi(t), i = 1, 2, . . . , n, этой системы при конкретном
управлении и при t > t0 определяется исключительно на-
чальными условиями:

xi(t0) = x0i , i = 1, . . . , n. (1.2)

В основе метода динамического программирования ле-
жит принцип оптимальности Беллмана1.

Пусть допустимые управления u = u(t) кусочно непре-
рывны по t, принимают значения в области G, т. е. выпол-
нено u ∈ G. Пусть

J [u] =

T∫

t0

F (s, x(s), u(s)) ds, x = {x1, . . . , xn}

— критерий оптимальности и J = J [u] > 0.

Принцип оптимальности Беллмана. Если процесс
оптимален по критерию J = J [u] и система переведена в
состояние x(τ), то при t > τ оптимальная по критерию

Jτ [u] =

T∫

t0

G(s, x(s), u(s)) ds

траектория системы определяется исключительно состоя-
нием системы x(τ) в момент времени t = τ .

Пусть J = J [u] =

T∫

0

F (t, x1, . . . , xn, u) dt. При каждом

конкретном u находим решение x = x(t) системы (1.1) при
u = u(t) с начальными условиями (1.2). Введем обозначе-
ние:

S [t, x(t)] = min
u(τ)∈G
t6 τ6T

T∫

t

F (τ, x1(τ), . . . , xn(τ), u(τ)) dτ.

1Этот принцип еще называют принципом Беллмана–Айзекса.
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Здесь минимум берется по всем u из G, а область определе-
ния не весь отрезок [0, T ], а отрезок [t, T ]. Тогда, согласно
принципу оптимальности,

S [t, x(t)] = min
u(τ)∈G
t6 τ6 T

{ t+∆t∫

t

F (τ, x1, . . . , xn, u) dτ+

+ min
u(τ)∈G

t+∆t6 τ6T

T∫

t+∆t

F (τ, x1, . . . , xn, u) dτ
}
.

Следовательно, с учетом введенного обозначения, получа-
ем равенство

S [t, x(t)] = min
u(τ)∈G
t6 τ6 T

{ t+∆t∫

t

F (τ, x1, . . . , xn, u) dτ+

+ S [t+∆t, x(t+∆t)]
}
. (1.3)

Поскольку xi(t+∆t) = xi(t) +
dxi(t)

dt
∆t+ o(∆t), то

S [t+∆t, x(t+∆t)] = S [t, x(t)] +
∂S [t, x(t)]

∂t
∆t+

+
n∑

i=1

∂S [t, x(t)]

∂xi

dxi(t)

dt
∆t+ o(∆t).

Окончательно получаем из системы (1.1)

S [t+∆t, x(t+∆t)] = S [t, x(t)] +
∂S [t, x(t)]

∂t
∆t+

+

n∑

i=1

∂S [t, x(t)]

∂xi
Xi(t, x1, . . . , xn, u)∆t+ o(∆t). (1.4)

Правую часть равенства (1.4) подставим в выражение
(1.3), находим

− ∂S [t, x(t)]

∂t
∆t = min

u(τ)∈G
t6 τ6 T

{ t+∆t∫

t

F (τ, x(τ), u(τ)) dτ+

+
(
gradS, X

(
t, x(t), u(t)

))
∆t+ o(∆t)

}
.
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Полученное равенство поделим на ∆t и перейдем к пределу
при ∆t→ 0. В итоге будем иметь

− ∂S [t, x(t)]

∂t
= min

u∈G

{
F
(
t, x(t), u(t)

)
+

+
(
gradS,X

(
t, x(t), u(t)

))}
.

Следовательно, пара вектор-функций (x(t), u(t)) образуют
решение уравнения

−∂S [t, x]

∂t
= min

u∈G

{
F
(
t, x, u

)
+
(
gradS,X

(
t, x, u

))}
. (1.5)

Полученное уравнение (1.5) называется уравнением Белл-
мана.

2. Задача об оптимальной стабилизации

Рассмотрим линейную систему

dxi
dt

=

n∑

k=1

aikxk +

r∑

j=1

bijuj , i = 1, . . . , n. (2.1)

Систему (2.1) запишем в матричном виде

dx

dt
= Ax+Bu. (2.2)

В качестве области допустимых управлений возьмем все
пространство R

r. Матрицы A и B постоянны. Критерием
оптимальности является функционал2

J [u] =

∞∫

0

x∗(t)Qx(t) dt+ β

∞∫

0

u∗(t)P u(t) dt, (2.3)

где Q — постоянная, неотрицательная, симметричная мат-
рица; P — постоянная, положительная, симметричная мат-
рица.

2Далее с помощью символа «∗» обозначается транспонированная
матрица или транспонированный вектор.
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Пример 2.1. Пусть управляемый процесс описывается
системой уравнений




dx1
dt

= a11x1 + a12x2 + b1u1,

dx2
dt

= a21x1 + a22x2 + b2u2,

а критерием оптимальности является функционал

J [u] =

∞∫

0

[x1(t)]
2 dt+

∞∫

0

[u21(t) + u22(t)] dt.

Здесь Q =

(
1 0
0 0

)
и P =

(
1 0
0 1

)
.

Вернемся к системе (2.1) или (2.2).

Задача 2.1. Найти такое управление u, чтобы для
него тривиальное решение системы (2.2) было асимпто-
тически устойчиво и при этом функционал J вида (2.3)
достигал минимального значения.

Для рассматриваемой системы и критерия оптималь-
ности уравнение Беллмана примет следующий вид:

−∂S [t, x]

∂t
= min

u∈Rr

{
x∗Qx+ β u∗P u+

(
gradS, Ax+Bu

)}
.

Поскольку система автономна, то минимальное значе-
ние не зависит от t, следовательно, уравнение Беллмана
можно переписать в виде

min
u∈Rr

{
x∗Qx+ β u∗P u+

(
gradS, Ax+Bu

)}
= 0. (2.4)

Найдем минимум выражения βu∗P u+
(
gradS, B u

)
. Пере-

пишем его в координатной форме:

β
r∑

i, k=1

pikui uk +
n∑

l=1

∂S

∂xl

r∑

i=1

bliui

и воспользуемся необходимым условием существования экс-
тремума:
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2β

r∑

k=1

pikuk +

n∑

l=1

∂S

∂xl
bli = 0, i = 1, . . . , r.

Полученные равенства в матричной форме имеют следую-

щий вид: 2βPu + B∗∂S

∂x
= O. Откуда найдем управление

u:

u = − 1

2β
P−1B∗∂S

∂x
. (2.5)

Выражение (2.5) подставим в уравнение Беллмана (2.4),
приходим к равенству3

x∗Qx+
(∂S
∂x

)∗
Ax− 1

4β

(∂S
∂x

)∗
BP−1B∗∂S

∂x
= 0. (2.6)

Предположим, что S[x] — квадратичная форма, т. е.

S[x] имеет вид S[x] = x∗Kx, тогда
∂S

∂x
= 2Kx. Следова-

тельно, от уравнения (2.6) приходим к следующему мат-
ричному уравнению:

− 1

β
KBP−1B∗K + 2KA+Q = O. (2.7)

Здесь учтено, что K — симметричная матрица. Найденное
уравнение (2.7) называется матричным уравнением Рик-
кати.

Решая уравнение Риккати, находим неизвестную мат-

рицу K, вставим ее в выражение (2.5), u = − 1

β
P−1B∗Kx.

Если найденное управление подставим в систему (2.2), то
получим систему дифференциальных линейных однород-
ных уравнений, определяющих оптимальный процесс.

Замечание 2.1. Если вместо функционала (2.3) вве-
сти функционал

J [u] =

T∫

0

x∗(t)Qx(t) dt+ β

T∫

0

u∗(t)P u(t) dt,

3Использовали свойство матрицы P — ее симметричность.
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где T — конечный момент времени, то решение будет за-

висеть от t и
∂S

∂t
6≡ 0, а тем самым и K = K(t). Тогда

вместо алгебраического уравнения Риккати получим диф-
ференциальное уравнение Риккати:

dK

dt
− 1

β
KBP−1B∗K + 2KA+Q = O.

3. Динамическое программирование для систем
с распределенными параметрами

Будем рассматривать процесс, который описывается
уравнением

∂u

∂t
(t, x) = a2

∂2u

∂x2
(t, x) + f(t, x) + v(t, x), (x, t) ∈ Q, (3.1)

с граничными условиями при 0 6 t 6 T :

∂u(t, 0)

∂x
= 0,

∂u(t, 1)

∂x
+ α[u(t, 1)− p(t)] = 0, (3.2)

здесь обозначено Q = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T}, а
функция f задана и принадлежит L2(Q), функции v и p —
управления. При этом считаем, что это задача с начальны-
ми данными

u(0, x) = 0, 0 6 x 6 1, (3.3)

имеет решение, которое удовлетворяет интегральному тож-
деству:

1∫

0

[
ψ(t, x)u(t, x)

]∣∣∣
t2

t1
dx −

t2∫

t1

1∫

0

[
u(t, x)

∂ψ(t, x)

∂t
−

− a2
∂u(t, x)

∂x

∂ψ(t, x)

∂x
+ [f(t, x) + v(t, x)]ψ(t, x)

]
dx dt+

+ a2α

t2∫

t1

[u(t, 1)− p(t)]ψ(t, 1) dt ≡ 0, (3.4)

для всех 0 < t1 < t2 < T и всех функций ψ ∈W
(1, 1)
2 (Q).

Для решения задачи нам потребуются некоторые све-
дения из функционального анализа.
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3.1. Вспомогательные сведения. Пусть H — сепа-
рабельное гильбертово пространство и F = F (x) — некото-
рый функционал на H.

Определение 3.1. Дифференциалом Фреше функцио-
нала F в точке x0 называется линейный по h функционал
ω(x0, h) такой, что F (x0 +h)−F (x0) = ω(x0, h)+ o(h), где
|o(h)|
‖h‖ → 0 при ‖h‖ → 0.

Поскольку дифференциал Фреше линейный по h функ-
ционал в гильбертовом пространстве, то по теореме Рисса
существует такой элемент пространства H, обозначим его
F ′(x0), что ω(x0, h) =

(
F ′(x0), h

)
. Элемент F ′(x0) называ-

ется производной Фреше или градиентом функционала F
в точке x0.

Пример 3.1. Пусть F = F (x1, . . . , xn) — скалярная
функция n переменных, дифференцируемая в фиксируе-
мой точке x0 =

(
x01, . . . , x

0
n

)
. Тогда если h = (h1, . . . , hn),

то F (x0 + h)− F (x0) = (A, h) + o(h), где

A = gradF (x0) =
(∂F (x0)

∂x1
, . . . ,

∂F (x0)

∂xn

)
.

Для функционала F справедлива формула Лагранжа:
существует такое число 0 < θ < 1, что верно равенство

F (x0 + h)− F (x0) = (F ′(x0 + θh), h).

3.2. Вывод уравнения Беллмана. Предположим,
что в задаче (3.1)–(3.3) выполняется тождество p(t) ≡ 0,
функция v= v(t, x) — управление, а функция u=u(t, x) —
соответствующее ему решение краевой задачи.

В каждый момент времени τ функция u = u(τ, x)
переменной x определяет поведение системы при t > τ в
соответствии с теоремой существования и единственности
решения краевой задачи.

На управляющую функцию v ∈ L2(Q) могут быть на-
ложены дополнительные условия, например:
1) v(t, x) = w(t)g(x), функция g задана, а w — управление;
2) функция v почти всюду в L2(Q) удовлетворяет неравен-
ству |v(t, x)| 6M .
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Таким образом, управления v, удовлетворяющие задан-
ным условиям, называются допустимыми, и будем писать
v ∈ G(t, x) ⊂ L2(Q).

Пусть критерием оптимальности является функционал

J =

T∫

0

F
(
t, x, u(t, x), v(t, x)

)
dt,

где F — заданная функция переменной t и является функ-
ционалом, определенным на функциях u(t, x) и v(t, x).

В частности, J может быть задан следующим образом:

J̃ =

T∫

0

1∫

0

F1

(
t, x, u(t, x), v(t, x)

)
dx dt,

где F1 — функция из L2(Q).
Принцип оптимальности Беллмана формулируется в том

же самом виде, как и для конечномерных систем.

Принцип оптимальности Беллмана. Оптималь-
ная по критерию J функция u = u(t, x) обладает тем
свойством, что каково бы ни было ее состояние u=u(τ, x),
функция u = u(t, x) при t > τ должна быть оптимальна
по критерию

J =

T∫

τ

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds.

Обозначим

S
[
t, u(t, x)

]
= min

v(t, x)∈G(t, x)

{ T∫

t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds
}

Тогда справедлива следующая цепочка равенств:

S
[
t, u(t, x)

]
= min
v(t, x)∈G(t, x)

{ t+∆t∫

t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds+

+

T∫

t+∆t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds
}
=



§ 3. Динамическое программирование для СРП 149

= min
v(t, x)∈G(t, x)





t+∆t∫

t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds+

+ min
v(t+∆t, x)∈G(t+∆t, x)

{ T∫

t+∆t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds
}


 =

= min
v(t, x)∈G(t, x)

{ t+∆t∫

t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds+

+ S
[
t+∆t, u(t+∆t, x)

]}
. (3.5)

Заметим, что S
[
t + ∆t, u(t + ∆t, x)

]
есть функционал

по u и скалярная функция по t. Введем следующее обозна-
чение: ∆u(t, x) = u(t+∆t, x)− u(t, x). Тогда

∆u(t, x) =
∂u(t, x)

∂t
∆t+ o(∆t).

Получим выражение для S
[
t + ∆t, u(t + ∆t, x)

]
, при

этом будем опускать аргумент (t, x) у функции u:

S
[
t+∆t, u(t+∆t, x)

]
= S

[
t+∆t, u+∆u

]
= S

[
t, u+∆u

]
+

+
∂S
[
t, u+∆u

]

∂t
∆t+ o1(∆t)=S

[
t, u+∆u

]
+
∂S
[
t, u
]

∂t
∆t+

+
[∂S

[
t, u+∆u

]

∂t
− ∂S

[
t, u
]

∂t

]
∆t+ o1(∆t). (3.6)

Далее заметим, что

S
[
t, u+∆u

]
= S

[
t, u
]
+ ω(t, ∆u) + o2(t, ∆u), (3.7)

а с учетом (3.5) o2(t, ∆u) = õ2

(
t,
∂u

∂t
∆t
)

= o3(∆t), по-

скольку

∣∣∣õ2
(
t,
∂u

∂t
∆t
)∣∣∣

∆t
→ 0 при ∆t→ 0.

Таким образом, выражение (3.7) перепишем в следую-
щем виде:

S
[
t, u+∆u

]
= S

[
t, u
]
+ ω(t, ∆u) + o3(∆t). (3.8)
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Второе слагаемое в правой части равенства (3.6), со-
гласно формуле Лагранжа для функционалов, примет вид

∂S
[
t, u+∆u

]

∂t
− ∂S

[
t, u
]

∂t
= Φ(t, u+ θ∆u, ∆u). (3.9)

Окончательно, используя выражения (3.8) и (3.9), ра-
венство (3.7) представим следующим образом:

S
[
t+∆t, u(t+∆t), x)

]
= S

[
t, u
]
+
∂S
[
t, u
]

∂t
∆t+

+ ω(t, ∆u) + Φ(t, u+ θ∆u, ∆u)∆t+ o(∆t).

Полученное выражение подставим в (3.5):

S
[
t, u
]
= min

v(t, x)∈G(t, x)

{ t+∆t∫

t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds+

+ S
[
t, u
]
+
∂S
[
t, u
]

∂t
∆t+ ω(t, ∆u)+

+ Φ(t, u+ θ∆u, ∆u)∆t+ o(∆t)
}
.

Преобразуем полученное выражение:

− ∂S
[
t, u
]

∂t
∆t = min

v∈G

{ t+∆t∫

t

F
(
s, x, u(s, x), v(s, x)

)
ds+

+ ω(t, ∆u) + Φ(t, u+ θ∆u, ∆u)∆t+ o(∆t)
}
. (3.10)

Обратимся к функционалу ω(t, ∆u), по определению
дифференциала Фреше получаем

ω(t, ∆u) =
(
S ′

x

[
t, u
]
, ∆u

)
L2[0, 1]

=
(
ψ(t, x), ∆u

)
L2[0, 1]

=

=

1∫

0

ψ(t, x)∆u(t, x) dx=

1∫

0

ψ(t, x)
[
u(t+∆t, x)−u(t, x)

]
dx=

=

1∫

0

[
ψ(t, x)u(t, x)

]∣∣∣
t+∆t

t
dx−

1∫

0

[
ψ(t+∆t, x)−ψ(t, x)

]
u(t+∆t, x)dx.
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Теперь воспользуемся тождеством (3.4), в котором по-
ложим t1 = t и t2 = t+∆t:

ω(t, ∆u) =

t+∆t∫

t

1∫

0

[
u(t, x)

∂ψ(t, x)

∂t
− a2

∂u(t, x)

∂x

∂ψ(t, x)

∂x
+

+[f(t, x)+v(t, x)]ψ(t, x)
]
dx dt−a2α

t+∆t∫

t

u(t, 1)ψ(t, 1) dt−

−
1∫

0

[ψ(t+∆t, x)− ψ(t, x)]u(t+∆t, x) dx. (3.11)

Поскольку функционал Φ линеен по ∆u (см. определе-
ние 3.1 дифференциала Фреше), а в силу выражения (3.5)
выполняется ∆u → 0 при ∆t → 0, то справедливо асимп-
тотическое выражение Φ(t, u+θ∆u, ∆u) → 0 при ∆t→ 0.

Выражение (3.11) подставим в (3.10), поделим на ∆t и
устремим ∆t к нулю, получаем следующее равенство:

− ∂S
[
t, u(t, x)

]

∂t
=

= min
v(t, x)∈G(t, x)

{
F
(
t, x, u(t, x), v(t, x)

)
− a2αu(t, 1)ψ(t, 1)−

−
1∫

0

[
a2
∂u(t, x)

∂x

∂ψ(t, x)

∂x
− [f(t, x) + v(t, x)]ψ(t, x)

]
dx
}
.

Таким образом, функционал S[t, u] является решением сле-
дующего уравнения Беллмана для рассматриваемой зада-
чи4:

− ∂S
[
t, u
]

∂t
= min

v∈G

{
F
(
t, x, u,

)
− a2αu(t, 1)ψ(t, 1)−

−
1∫

0

[
a2
∂u(t, x)

∂x

∂ψ(t, x)

∂x
− [f(t, x) + v]ψ(t, x)

]
dx
}
.

4Напомним, что в краевой задаче (3.1)–(3.2) мы предположили,
что p(t) ≡ 0.
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Замечание 3.1. Если функция v = v(t, x), например,
не является гладкой, то решение рассматриваемой крае-
вой задачи u = u(t, x), представимое рядом Фурье, нельзя
дифференцировать по переменной t, так как в этом случае
получим расходящийся ряд. Дифференцировать по пере-
менной x один раз этот ряд можно.

Что касается функционала S, то он имеет производную
Фреше по переменной x и по переменной t.

Теперь рассмотрим краевую задачу (3.1)–(3.2), в кото-
рой положим f ≡ 0 и v ≡ 0, а функция p = p(t) является
управлением. Критерий оптимальности для этой задачи:
T∫

0

F
(
s, x, u(s, x), p(s)

)
ds. В этом случае уравнение Белл-

мана принимает следующий вид:

− ∂S
[
t, u(t, x)

]

∂t
= min

p∈G

{
F
(
t, x, u(t, x), p

)
−

−a2
1∫

0

∂u(t, x)

∂x

∂ψ(t, x)

∂x
dx− a2α

[
u(t, 1)−p

]
ψ(t, 1)

}
. (3.12)

4. Динамическое программирование в задаче об
аналитическом конструировании регуляторов

Методом динамического программирования найдем ре-
шение следующей задачи, называемой задачей об аналити-
ческом конструировании регулятора.

Задача 4.1. Пусть

ut(t, x) = a2uxx(t, x), (t, x) ∈ Q;

ux(t, 0)=0, ux(t, 1)+α
[
u(t, 1)−p(t)

]
=0, 0 6 t 6 T ;

u(0, x) = Φ(x), 0 6 x 6 1,

(4.1)

здесь α > 0, функция Φ принадлежит L2[0, 1], а функция
p принадлежит пространству L2[0, T ].
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Найти управляющую функцию p = p(t), на которой

функционал J [p] =

1∫

0

u2(T, x) dx + β

T∫

0

p2(t) dt, β > 0, до-

стигает наименьшего значения.

Для решения задач вводим функционал

S[t, u(t, x)] = min
p(τ)

t6τ6T




1∫

0

u2(T, x) dx+ β

T∫

t

p2(τ) dτ


 .

Повторяя все преобразования, что проводились в общем
случае в предыдущем параграфе, приходим к следующему
уравнению Беллмана (см. уравнение (3.12)):

−∂S
[
t, u(t, x)

]

∂t
= min

p(t)

{
βp2(t)+αa2

[
p(t)−u(t, 1)

]
ψ(t, 1)−

− a2
1∫

0

∂u(t, x)

∂x

∂ψ(t, x)

∂x
dx
}
, (4.2)

здесь ψ — производная Фреше функционала S
[
t, u(t, x)

]
.

Кроме того, функционал S должен удовлетворять условию

S[T, u(t, x)] =

1∫

0

u2(T, x) dx. (4.3)

Производная по p полученного равенства дает функ-
цию p, на которой достигается минимум правой части (4.2):

p(t) = −αa
2

2β
ψ(t, 1). (4.4)

Найденное выражение (4.4) для p подставим в правую часть
уравнения Беллмана (4.2):

− ∂S
[
t, u(t, x)

]

∂t
= −α

2a4

4β
ψ2(t, 1)− αa2u(t, 1)ψ(t, 1)−

− a2
1∫

0

∂u(t, x)

∂x

∂ψ(t, x)

∂x
dx. (4.5)
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Запишем приращение функционала S:

S
[
t, u(t, x) + γ χ(t, x)

]
− S

[
t, u(t, x)

]
=

= ω
(
t, u(t, x), χ(t, x)

)
+ o(γ),

ω
(
t, u(t, x), χ(t, x)

)
=

1∫

0

ψ(t, x)χ(t, x) dx. (4.6)

4.1. Представление функционала S через реше-
ние краевой задачи Риккати. Будем искать S в виде

S
[
t, u
]
=

1∫

0

1∫

0

K(t, x, s)u(t, x)u(t, s) ds dx. (4.7)

Замечание 4.1. Поскольку S зависит от двух аргу-
ментов t и u, то, дифференцируя S по t, берем производную
по t только от ядра K.

Надо найти ядро K. Пусть ядро K обладает свойством
симметричности: K(t, s, x) = K(t, x, s). Тогда

S
[
t, u(t, x) + γ χ(t, x)

]
− S

[
t, u(t, x)

]
=

=

1∫

0

1∫

0

K(t, x, s)
[
u(t, x) + γ χ(t, x)

][
u(t, s) + γ χ(t, s)

]
ds dx−

−
1∫

0

1∫

0

K(t, x, s)u(t, x)u(t, s) ds dx =

=γ

1∫

0

1∫

0

K(t, x, s)
{
u(t, s)χ(t, x) + u(t, x)χ(t, s)

}
dsdx+ o(γ)=

= 2γ

1∫

0

1∫

0

K(t, x, s)u(t, s)χ(t, x) ds dx+ o(γ).

При γ = 1 из (4.6) находим

ψ(t, x) = 2

1∫

0

K(t, x, s)u(t, s) ds. (4.8)
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Выражения (4.7) и (4.8) подставим в (4.5), учитывая заме-
чание 4.1:

−
1∫

0

1∫

0

Kt(t, x, s)u(t, x)u(t, s) ds dx =

= −α
2a4

β

1∫

0

K(t, 1, s)u(t, s) ds

1∫

0

K(t, 1, ζ)u(t, ζ) dζ−

− 2a2
1∫

0

ux(t, x)

1∫

0

Kx(t, x, s)u(t, s) ds dx−

− 2αa2
1∫

0

K(t, 1, s)u(t, s)u(t, 1) ds. (4.9)

Обозначим K1(t, s, ζ) = K(t, 1, s)K(t, 1, ζ). Кроме того,
имеем

1∫

0

ux(t, x)

1∫

0

Kx(t, x, s)u(t, s) ds dx =

=

1∫

0

Kx(t, x, s)u(t, s)u(t, x)
∣∣∣
x=1

x=0
ds−

−
1∫

0

1∫

0

Kxx(t, x, s)u(t, s)u(t, x) ds dx.

Все это учтем в выражении (4.9):

1∫

0

1∫

0

u(t, x)u(t, s)
[
−Kt(t, x, s) +

α2a4

β
K1(t, x, s)−

−2a2Kxx(t, x, s)
]
ds dx=−2αa2

1∫

0

K(t, 1, s)u(t, s)u(t, 1) ds−
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− 2a2
1∫

0

Kx(t, 1, s)u(t, s)u(t, 1) ds+

+ 2a2
1∫

0

Kx(t, 0, s)u(t, s)u(t, 0) ds.

Для определения функции K положим

Kt(t, x, s) + 2a2Kxx(t, x, s)−
α2a4

β
K1(t, x, s) = 0; (4.10)

и для всех u(t, s) выполняются равенства:

Kx(t, 0, s) = 0; (4.11)

Kx(t, 1, s) + αK(t, 1, s) = 0. (4.12)

Поскольку

S
[
t, u(t, x)

]
= min

p(τ)
t6τ6T

{
β

T∫

t

p2(t) dt+

1∫

0

u2(T, x) dx
}
,

а S
[
T, u(t, x)

]
=

1∫

0

u2(T, x) dx и S
[
t, u(t, x)

]
имеет вид

(4.7), то

K(T, x, s) = δ(x − s). (4.13)

Таким образом, для определения функцииK=K(t, x, s)
получили краевую задачу (4.10)–(4.13), которую называют
краевой задачей Риккати.

4.2. Решение краевой задачи Риккати. Решение
полученной задачи (4.10)–(4.13) можно искать в виде ряда
по собственным функциям краевой задачи (4.1):

K(t, x, s) =

∞∑

n,m=1

anm(t)Xn(x)Xm(s), (4.14)
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где {Xn} — ортонормированная система функций краевой
задачи5:

X ′′ + λ2X = 0;

X ′(0) = 0, X ′(1) + αX(1) = 0.

Для нахождения функций anm(t) подставим ряд (4.14)
в уравнение (4.10) и учтем граничные условия (4.11), (4.12).
Приравнивая коэффициенты при произведениях функций
Xn(x)Xm(s), получим бесконечную систему дифференци-
альных уравнений для n, m = 1, 2, . . .:

danm
dt

= a2λ2n[anm + amn]+

+
α2a4

4β

∞∑

ij=1

[ani + ain][amj + ajm]Xi(1)Xj(1).

Поскольку функцияK(t, x, s) симметрична относитель-
но x и s, то anm = amn. Следовательно, для определения
коэффициентов anm имеем систему в симметричной форме
при n, m = 1, 2, . . .:

danm
dt

= a2(λ2m + λ2n) anm +
α2a4

β

∞∑

ij=1

aniXi(1) ajmXj(1).

Ее решение должно удовлетворять дополнительным усло-
виям

anm(T ) = δnm =

{
1 при n = m,

0 при n 6= m,

которые непосредственно следуют из (4.13).
Полученные соотношения запишем в матричной фор-

ме:

dA

dt
= a2ΛA+

α2a4

β
AX∗(1)X(1)A, A(T ) = I, (4.15)

где Λ = {λ2m + λ2n}∞n,m=1, а X∗ = {X1, X2, . . . }T. Решение
выписанной задачи Коши можно представить в аналити-
ческой форме. Для этого обе части полученного уравнения

5Вид функций Xn определен в гл. 4 (см. п. 2.2 в § 2).



158 Гл. 5. Динамическое программирование

слева и справа умножим на A−1. В результате получим

A−1 dA

dt
A−1 = a2A−1Λ+

α2a4

β
X∗(1)X(1). (4.16)

Так как AA−1 = I, то A−1 dA

dt
A−1 = −dA

−1

dt
. Поэтому урав-

нение (4.16) можно записать следующим образом:

dA−1

dt
+ a2A−1Λ+

α2a4

β
X∗(1)X(1) = 0.

Его общее решение представим в виде

A−1 = C e−a2Λ(t−T ) − α2a4

β
X∗(1)X(1)Λ−1.

Окончательно находим решение задачи Коши (4.15):

A = ea
2Λ(t−T )

[
I +

α2a4

β
X∗(1)X(1)Λ−1

(
I − ea

2Λ(t−T )
)]−1

.

Функцию K(t, x, s) (см. (4.14)) можно записать в сле-
дующем виде: K(t, x, s) = X(x)A(t)X∗(s), где введено обо-
значение X(x) = {X1(x), X2(x), . . .}. Поэтому

K(t, x, s) = X(x) ea
2Λ(t−T )×

×
[
I +

α2a4

β
X∗(1)X(1)Λ−1

(
I − ea

2Λ(t−T )
)]−1

X∗(s).

Следовательно, функционал S(t, x, s) (см. (4.7)) можно
представить так:

S(t, u(t, x)) =

1∫

0

1∫

0

X(x) ea
2Λ(t−T )·

·
[
I +

α2a4

β
X∗(1)X(1)Λ−1

(
I − ea

2Λ(t−T )
)]−1

·

·X∗(s)u(t, x)u(t, s) dx ds.
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4.3. Построение оптимального управления. По-
лученное представление функционала S используем для
построения оптимального управления с учетом их связи
по формуле (4.4), в которой ψ(t, 1) — значение производ-
ной Фреше функционала S в точке x = 1. Эта производная
определяется по формуле (4.8), т. е.

ψ(t, x) = 2

∫ 1

0
X(x) ea

2Λ(t−T )
[
I+

+
α2a4

β
X∗(1)X(1)Λ−1

(
I − ea

2Λ(t−T )
)]−1

X∗(s)u(t, s) ds.

Поэтому оптимальное управление можно представить
в виде

p(t) = −a
2α

β
X(1) ea

2Λ(t−T )
[
I+

+
α2a4

β
X∗(1)X(1)Λ−1

(
I − ea

2Λ(t−T )
)]−1

∫ 1

0
X∗(s)u(t, s) ds.

Так как un(t) =

∫ 1

0
u(t, x)Xn(x) dx, то последнюю фор-

мулу можно представить в виде

p(t) = −a
2α

β
X(1) ea

2Λ(t−T )
[
I+

+
α2a4

β
X∗(1)X(1)Λ−1

(
I − ea

2Λ(t−T )
)]−1

U∗(t),

где U(t) = {u1(t), u2(t), . . .}.
Таким образом, применяя динамическое программиро-

вание при решении задачи оптимального управления про-
цессом теплопроводности, удается определить оптимальное
управление в виде функционала состояния объекта, т. е. ре-
шить задачу синтеза оптимального управления.



Глава 6

Задачи управляемости и наблюдаемости

для колебательных систем

1. Краевые задачи для колебательных систем

Рассмотрим процесс колебания упругой (т. е. не сопро-
тивляющейся изгибу) струны. Свободные колебания стру-
ны описывает волновое уравнение: utt(t, x) = a2uxx(t, x).
Здесь функция u = u(x, t) характеризует вертикальное пе-
ремещение точки x в момент времени t.

При математическом описании любого физического
процесса надо поставить задачу, позволяющую однозначно
определить процесс. Поскольку обыкновенные дифферен-
циальные уравнения, а тем более уравнения с частными,
производными имеют бесконечно много решений, то для
однозначной характеристики процесса к уравнению необ-
ходимо присоединить ряд дополнительных условий.

1.1. Свободные колебания струны. Приведем фор-
мулировки рассматриваемых ниже краевых задач. Снача-
ла сформулируем задачу для струны длиной ℓ, концы ко-
торой закреплены. Обозначим

Q = { (x, t) : 0 < x < ℓ, t > 0 }.
Первая краевая задача: найти функцию u = u(x, t), удо-

влетворяющую уравнению

utt(x, t) = a2uxx(x, t), (x, t) ∈ Q, (1.1)

начальным условиям:

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 ℓ, (1.2)

а также граничным условиям:

u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, t > 0. (1.3)

160
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Для струны со свободными концами задача формули-
руется следующим образом.

Вторая краевая задача: найти функцию u = u(x, t),
удовлетворяющую уравнению (1.1), начальным условиям
(1.2) и граничным условиям:

ux(0, t) = ux(ℓ, t) = 0, t > 0. (1.4)

Наконец, для струны с упруго закрепленными концами
ставится третья краевая задача.

Третья краевая задача: найти функцию u = u(x, t),
удовлетворяющую уравнению (1.1), начальным условиям
(1.2) и граничным условиям:

ux(0, t)− β u(0, t) = 0, ux(ℓ, t) + αu(ℓ, t) = 0, t > 0. (1.5)

Граничные условия (1.3), (1.4) и (1.5) называются гра-
ничными условиями первого, второго и третьего рода со-
ответственно. Кроме этого, условия (1.3)–(1.5) называются
также однородными граничными условиями.

Кроме этих постановок, возможны постановки так на-
зываемых смешанных краевых задач, а именно когда на
концах струны заданы граничные условия разных родов.
Например, левый конец струны закреплен, а правый ко-
нец струны свободен или левый — свободен, а правый —
упруго закреплен. Таким образом, возможны шесть типов
смешанных краевых задач.

Приведем пример постановки смешанной краевой зада-
чи: найти функцию u = u(x, t), удовлетворяющую уравне-
нию (1.1), начальным условиям (1.2) и граничным услови-
ям:

ux(0, t) = 0, ux(ℓ, t) + αu(ℓ, t) = 0, t > 0.

Можно назвать такую задачу смешанной краевой зада-
чей типа (2;3): на левом конце задано граничное условие
второго рода, а на правом — третьего.

1.2. Вынужденные колебания струны. Теперь
рассмотрим колебательный процесс, который описывает-
ся неоднородными граничными условиями. В этом случае
будем говорить, что имеют место вынужденные колебания
струны.
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Если концы струны движутся по заданным законам, то
первая краевая задача принимает следующий вид.

Первая краевая задача: найти функцию u = u(x, t), удо-
влетворяющую уравнению (1.1), начальным условиям (1.2)
и граничным условиям:

u(0, t) = µ(t), u(ℓ, t) = ν(t), t > 0. (1.6)

Если же на границах струны заданы некоторые силы,
то вторая краевая задача в этом случае формулируется та-
ким образом.

Вторая краевая задача: найти функцию u = u(x, t),
удовлетворяющую уравнению (1.1), начальным условиям
(1.2) и граничным условиям:

ux(0, t) = µ(t), ux(ℓ, t) = ν(t), t > 0. (1.7)

Наконец, если на границах струны действуют упругие
силы, то справедлива такая постановка третьей краевой
задачи.

Третья краевая задача: найти функцию u = u(x, t),
удовлетворяющую уравнению (1.1), начальным условиям
(1.2) и граничным условиям при t > 0:

ux(0, t)− β u(0, t) = µ(t), ux(ℓ, t) + αu(ℓ, t) = ν(t), (1.8)

где предполагается, что α > 0 и β > 0.

Замечание 1.1. Одно из условий в приведенных выра-
жениях (1.6)–(1.8) может оказаться однородным, т. е. один
из концов струны может быть закреплен (первая краевая
задача), свободен (вторая краевая задача) или упруго за-
креплен (третья краевая задача).

Приведем пример такой постановки задачи: найти функ-
цию u = u(x, t), удовлетворяющую уравнению (1.1), на-
чальным условиям (1.2) и граничным условиям:

ux(0, t) = µ(t), ux(ℓ, t) = 0, t > 0.

Здесь на левом конце струны действует заданная сила, а
правый конец свободен.
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Можно также сформулировать смешанные краевые за-
дачи, описывающие вынужденные колебания струны. На-
пример, смешанная краевая задача типа (1;2): найти функ-
цию u = u(x, t), удовлетворяющую уравнению (1.1), на-
чальным условиям (1.2) и граничным условиям1:

u(0, t) = µ(t), ux(ℓ, t) = 0, t > 0. (1.9)

2. Решение краевых задач

Определение 2.1. Дважды непрерывно дифференци-
руемая в замыкании множества Q функция u = u(x, t) на-
зывается решением краевой задачи, если она удовлетворя-
ет уравнению (1.1), начальным условиям (1.2) и соответ-
ствующим граничным условиям2.

Приведем решение третьей краевой задачи (1.1), (1.2),
(1.8), поскольку решение второй краевой задачи, в том чис-
ле и соответствующих смешанных, получается из него при
равенстве нулю коэффициентов α и β.

Если функция u = u(x, t) дважды дифференцируема в
замыкании множества Q, то для третьей краевой задачи
(1.1), (1.2), (1.8) должно выполняться следующее согласо-
вание начальных и граничных условий:

ϕ′(0)− β ϕ(0) = µ(0), ϕ′(ℓ) + αϕ(ℓ) = ν(0),

ψ′(0)− β ψ(0) = µ′(0), ψ′(ℓ) + αψ(ℓ) = ν ′(0).
(2.1)

Замечание 2.1. Для каждой краевой задачи согласо-
вание начальных и граничных условий будет своим. Напри-
мер, для смешанной краевой задачи типа (1; 2) с гранич-
ными условиями (1.9) это согласование примет следующий
вид:

ϕ(0) = µ(0), ψ(0) = µ′(0),

ϕ′(ℓ) = ψ′(ℓ) = 0, a2ϕ′′(0) = µ′′(0).

1Примером такого волнового процесса является упражнение в
художественной гимнастике с лентой: лента прикреплена к палоч-
ке, второй ее конец свободен; подергивание палочки (закрепленный
конец ленты движется по заданному закону) «гонит» волну вдоль
ленты.

2Такие решения еще называются классическими.
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2.1. Метод Даламбера. Ж.Л. Даламбер первым вы-
сказал идею о том, что решение волнового уравнения (1.1)
представляет собой суперпозицию «прямой» и «обратной»
волны, т. е. решение уравнения (1.1) имеет следующий вид:

u(x, t) = E(x+ at) +G(x− at). (2.2)

В этом легко убедиться, продифференцировав дважды по
x и по t функцию (2.2). Здесь коэффициент a представляет
собой скорость распространения волны вдоль рассматрива-
емой струны длиной ℓ.

2.1.1. Решение третьей краевой задачи. Наша цель за-
ключается в том, чтобы, используя начальные (1.2) и гра-
ничные (1.8) условия третьей краевой задачи, описать
функции E и G. Поскольку время T прохождения волны
вдоль струны равно ℓ/a, то будем использовать промежут-
ки времени t, кратные T = ℓ/a при описании этих функций
E и G.

Для функции (2.2) при t = 0 начальные условия (1.2)
дают следующие выражения для E и G :

E(x) +G(x) = ϕ(x), E(x)−G(x) =
ψ̂(x)

a
, 0 6 x 6 ℓ,

где введено обозначение ψ̂(x) =

x∫

0

ψ(t) dt. Откуда для всех

0 6 z 6 ℓ справедливо:

E(z) =
ϕ(z)

2
+
ψ̂(z)

2a
, G(z) =

ϕ(z)

2
− ψ̂(z)

2a
. (2.3)

Граничные условия (1.8), с учетом выражения (2.2),
приводят к следующим равенствам:

E′(at) +G′(−at)− β
[
E(at) +G(−at)

]
= µ(t), (2.4)

E′(ℓ+at)+G′(ℓ−at)+α
[
E(ℓ+at) +G(ℓ−at)

]
=ν(t). (2.5)

Из (2.4), (2.5) и найденных выражений (2.3) для функ-
ций E и G на отрезке [0, ℓ] при 0 6 t 6 T = ℓ/a получим
продолжения функции G на отрезок [−ℓ, 0] и функции E
на отрезок [ℓ, 2ℓ].
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В равенстве (2.4) сделаем замену z = at; если взят пери-
од времени [0, T ], то 0 6 z 6 ℓ. Тогда находим дифферен-
циальное уравнение: g′(z)+βg(z) = f1(z), где g(z) = G(−z)
и f1(z) = −µ(z/a)+

[
E′(z)−β E(z)

]
— известная функция,

поскольку на [0, ℓ] функция E определена в выражении
(2.3).

Решая полученное линейное с постоянными коэффи-
циентами неоднородное дифференциальное уравнение ме-
тодом вариации постоянной, найдем его решение: g(z) =

= C0e
−β z +

z∫

0

f1(ζ)e
−β(z−ζ) dζ. Поскольку выполняются

равенства g(0) = G(0) = ϕ(0)/2, то приходим к следующе-
му продолжению функции G на отрезок [−ℓ, 0]:

G(−z) = ϕ(0)

2
e−β z+

+

z∫

0

(
−µ(ζ/a) +

[
E′(ζ)− β E(ζ)

])
e−β(z−ζ) dζ, (2.6)

где 0 6 z 6 ℓ.
Если обозначить в равенстве (2.5) z = at, получаем,

что z пробегает отрезок [0, ℓ] при произвольном 0 6 t 6 T .
Поэтому при введенных обозначениях h(z) = E(ℓ + z) и
f2(z) = ν(z/a) −

[
G′(ℓ − z) + αG(ℓ − z)

]
приходим к диф-

ференциальному уравнению: h′(z) + αh(z) = f2(z). Решим
полученное уравнение, применяя метод вариации постоян-
ной для 0 6 z 6 ℓ:

E(ℓ+ z) = E(ℓ) e−αz+

+

ℓ∫

ℓ−z

(
ν
(ℓ− ζ

a

)
−
[
G′(ζ)+αG(ζ)

]
)
e−α
(
ζ−(ℓ−z)

)
dζ. (2.7)

Далее из равенств (2.4) и (2.5) можно получить про-
должения функций E и G на отрезки [2ℓ, 3ℓ] и [−2ℓ, −ℓ]
соответственно, подставляя t ∈ [T, 2T ] и используя полу-
ченные выражения (2.6) и (2.7) для функций G и E.
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Таким образом, на отрезке [−2ℓ, −ℓ] для функции G
также справедливо выражение (2.6), где используются для
функции E равенство (2.3), когда 0 6 ζ 6 ℓ, и равенство
(2.7), когда ℓ 6 ζ 6 2ℓ.

Аналогично, на отрезке [2ℓ, 3ℓ] для функции E также
справедливо выражение (2.7), где при ζ < 0 используется
равенство (2.6) для функции G, а при 0 6 ζ 6 ℓ — равен-
ство (2.3) для функции G.

Следовательно, приведенными последовательными опе-
рациями можно продолжать решение краевой задачи на
произвольный отрезок времени, используя формулу Да-
ламбера. Тем самым доказывается существование решения
третьей краевой задачи. Единственность такого решения
доказывается довольно просто, поэтому справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть функция ϕ дважды непрерыв-
но дифференцируема на отрезке [0, ℓ] и функция ψ непре-
рывно дифференцируема на этом отрезке. Тогда каждые
непрерывно дифференцируемые при t > 0 функции µ и ν,
для которых справедливы равенства (2.1), однозначно оп-
ределяют единственное решение u = u(x, t) третьей крае-
вой задачи, которое задается равенством (2.2). При этом
на отрезке [0, ℓ] функции E и G представимы выраже-
ниями (2.3). Для отрицательных аргументов функция G
имеет вид (2.6) при z > 0, а для аргументов, больших ℓ,
функция E имеет вид (2.7), в этом равенстве z > 0.

Решение второй краевой задачи (1.1), (1.2) и (1.7) по-
лучаем из теоремы 2.1, полагая α = β = 0.

Теорема 2.2. Пусть функция ϕ дважды непрерыв-
но дифференцируема на отрезке [0, ℓ] и функция ψ непре-
рывно дифференцируема на этом отрезке. Тогда каждые
непрерывно дифференцируемые при t > 0 функции µ и ν,
для которых справедливы равенства (2.1) при α = β = 0,
однозначно определяют единственное решение u = u(x, t)
второй краевой задачи, которое задается равенством (2.2).
При этом на отрезке [0, ℓ] функции E и G представи-
мы выражениями (2.3). Для отрицательных аргументов
функции G верно
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G(−z) = E(z) −
z∫

0

µ
(ζ
a

)
dζ, (2.8)

а для аргументов, больших ℓ, функция E имеет вид

E(ℓ+ z) = E(ℓ)−G(ℓ) +G(ℓ− z) +

ℓ∫

ℓ−z

ν
(ℓ− ζ

a

)
dζ (2.9)

(в выражениях (2.8) и (2.9) z > 0).

Замечание 2.2. Если в выражениях (2.6), (2.7) поло-
жить µ(t) ≡ 0 и ν(t) ≡ 0, то теорема 2.1 дает решение тре-
тьей краевой задачи, описывающей свободные колебания
струны с упруго закрепленными концами.

Аналогично, если для выражений (2.8) и (2.9) выполня-
ется µ(t) ≡ 0 и ν(t) ≡ 0, то теорема 2.2 дает решение второй
краевой задачи, описывающей свободные колебания стру-
ны со свободными концами.

2.1.2. Решение первой краевой задачи. Решение первой
краевой задачи не получается из рассмотренных выше ре-
зультатов. Тем не менее его можно получить, применяя
аналогичные рассуждения. Поэтому приведем только ре-
зультат.

Теорема 2.3. Пусть функция ϕ дважды непрерывно
дифференцируема на отрезке [0, ℓ] и функция ψ непрерыв-
но дифференцируема на этом отрезке. Тогда каждые два-
жды непрерывно дифференцируемые при t > 0 функции µ
и ν, для которых справедливы равенства:

ϕ(0)=µ(0), ϕ(ℓ)=ν(0), ψ(0)=µ′(0), ψ(ℓ)=ν ′(0),

a2ϕ′′(0) = µ′′(0), a2ϕ′′(ℓ) = ν ′′(0),
(2.10)

однозначно определяют единственное решение u = u(x, t)
первой краевой задачи, которое задается равенством (2.2).
При этом на отрезке [0, ℓ] функции E и G представи-
мы выражениями (2.3). Для отрицательных аргументов
функции G верно

G(−z) = −E(z) + µ
(z
a

)
, (2.11)
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а для аргументов, больших ℓ, функция E имеет вид

E(ℓ+ z) = −G(ℓ− z) + ν
(z
a

)
(2.12)

(в выражениях (2.11) и (2.12) z > 0).

Замечание 2.3. Если в выражениях (2.11) и (2.12) вер-
но µ(t) ≡ 0 и ν(t) ≡ 0, то теорема 2.3 дает решение первой
краевой задачи, описывающей свободные колебания стру-
ны с закрепленными концами.

2.2. Метод Фурье. Приведем формальное решение
первой краевой задачи методом Фурье, который также на-
зывают методом разделения переменных .

Функцию u = u(x, t) представим в следующем виде:

u(x, t) = X(x)U(t). (2.13)

Подставим выражение (2.13) в волновое уравнение (1.1) и

разделим переменные:
U ′′(t)

a2U(t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2. Откуда по-

лучаем дифференциальные уравнения для функций X и U :
X ′′(x) + λ2X(x) = 0, U ′′(t) + λ2a2U(t) = 0 соответственно.

Сначала решим краевую задачу с однородными гранич-
ными условиями. Поэтому положим X(0) = 0, X(ℓ) = 0.
Тогда, в связи с нахождением функции X, приходим к за-
даче о собственных значениях: найти те значения пара-
метра λ, при которых существуют нетривиальные ре-
шения задачи:

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, X(0) = 0, X(ℓ) = 0, (2.14)

а также найти эти решения.
Поскольку общее решение задачи (2.14) имеет следую-

щий вид: X(x) = C1 cos λx+C2 sinλx, то первое граничное
условие задачи (2.14) дает C1 = 0, из второго условия сле-
дует, что C2 sinλx = 0. Так как C2 6= 0, то для определения
λ получаем уравнения λℓ = πn, n = 1, 2, . . .

При значениях λn = πn/ℓ, n = 1, 2, . . . , существуют
нетривиальные решения задачи (2.14):

Xn(x) =
sinλnx

ωn
, ω2

n =

ℓ∫

0

sin2 λnx dx. (2.15)
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Таким образом, решение u = u(x, t) (возможно фор-
мальное) первой краевой задачи с однородными гранич-
ными условиями примет вид:

u(x, t)=

∞∑

n=1

un(t)Xn(x), un(t)=

ℓ∫

0

u(x, t)Xn(x) dx. (2.16)

Для того чтобы найти решение первой краевой зада-
чи с неоднородными граничными условиями, функцию un
из (2.16) дважды продифференцируем по t и воспользу-
емся волновым уравнением (1.1), приходим к равенству

ün(t) = a2
ℓ∫

0

uxx(x, t)Xn(x) dx. Интеграл в правой части

полученного равенства дважды проинтегрируем по частям,
воспользуемся граничными условиями (1.6), задачей (2.14)
и видом (2.16) функций un. Получаем следующее уравне-
ние:

ün(t) + λ2na
2un(t) = zn(t), (2.17)

где введено обозначение

zn(t) = a2
[
µ(t)X ′

n(0)− ν(t)X ′
n(ℓ)

]
. (2.18)

Из выражения (2.16) и начальных условий (1.2) для функ-
ции u = u(t, x) находим:

un(0) = ϕn, u̇n(0) = ψn, (2.19)

где ϕn и ψn — коэффициенты Фурье функций ϕ и ψ со-
ответственно, разложенных по системе (2.15) функций Xn,
n ∈ N.

Решение задачи (2.17), (2.19) найдем методом вариации
постоянных. Таким образом, решение un можно предста-
вить в виде

un(t) = ϕn cos λnat+
ψn

λna
sinλnat+

+
1

λna

t∫

0

zn(τ) sinλna(t− τ) dτ. (2.20)
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Подставляя функции (2.20) в выражение (2.16), нахо-
дим формальное решение u = u(x, t) первой краевой зада-
чи с неоднородными граничными условиями:

u(x, t) =

∞∑

n=1

[
ϕn cos λnat+

ψn

λna
sinλnat

]
Xn(x)+

+

∞∑

n=1

Xn(x)

λna

t∫

0

zn(τ) sinλna(t− τ) dτ, (2.21)

zn(τ) выражено в (2.18).

Замечание 2.4. Оставляя в стороне математическое
обоснование метода, отметим только, что специфика этого
метода (представление решения в виде ряда Фурье) требу-
ет повышенной гладкости функций ϕ и ψ по сравнению с
методом Даламбера, а именно требуется, чтобы выполня-
лись следующие условия: ϕ ∈ C3[0, ℓ] и ψ ∈ C2[0, ℓ].

3. Гашение колебаний струны

Решим задачи гашения колебаний струны с помощью
граничного воздействия на нее: двигая границы струны по
заданным законам (первая краевая задача), изменяя ее на-
тяжение на концах (вторая краевая задача) или воздей-
ствуя на ее границы упругой силой (третья краевая зада-
ча).

В дальнейшем будем говорить об управлении колеба-
ниями струны в условиях соответствующей краевой зада-
чи. Начнем со строгих формулировок задач.

З а д а ч а у пр а в л я ем о с т и. Найти момент времени
T , функции µ и ν такие, что решение u = u(x, t) соответ-
ствующей краевой задачи с начальными значениями (1.2)
в момент времени T принимает нулевые значения:

u(x, T ) = 0, ut(x, T ) = 0, 0 6 x 6 ℓ. (3.1)

Эту задачу будем также называть задачей управляемо-
сти по двум границам.

Аналогично можно сформулировать задачу гашения ко-
лебаний струны в случае, когда граничное воздействие
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осуществляется только на одном (например, левом) кон-
це струны, при этом другой конец струны либо закреплен,
либо свободен, либо упруго закреплен.

З а д а ч а у пр а в л я ем о с т и. Найти момент времени
T и функцию µ такие, что решение u = u(x, t) соответ-
ствующей краевой задачи с начальными значениями (1.2)
в момент времени T принимает нулевые значения (3.1).

Эту задачу будем также называть задачей управляемо-
сти по одной границе.

3.1. Гашение колебаний струны по двум грани-
цам в условиях первой краевой задачи.

3.1.1. Использование метода Даламбера. Определим
момент времени T , за который можно погасить колебания
струны. Поскольку время прохождения волны от одного
конца струны длины ℓ до другого равно ℓ/a, то в качестве
момента времени T возьмем этот период времени.

Для T = ℓ/a финальные условия (3.1), с учетом выра-
жения (2.2), принимают следующий вид:

E(x+ ℓ) +G(x− ℓ) = 0,

E(x+ ℓ)−G(x− ℓ) = 2C,
0 6 x 6 ℓ, (3.2)

здесь C — константа, которую найдем позже.
От системы (3.2) приходим к следующим выражениям:

E(ℓ+ x) = C, G
(
−(ℓ− x)

)
= −C, 0 6 x 6 ℓ. (3.3)

Найдем константу C. При x = 0 из первого равенства (3.3)

и из (2.3) получаем C = E(ℓ) =
ϕ(ℓ)

2
+
ψ̂(ℓ)

2a
, а из второго

выражения (3.3) при x = ℓ определяем, что постоянная C

равна −G(0) = −ϕ(0)
2

. Верно равенство:

2C = ϕ(ℓ) +
ψ̂(ℓ)

a
= −ϕ(0). (3.4)

Таким образом, приходим к дополнительным условиям на
функции ϕ и ψ:

ϕ(0) + ϕ(ℓ) +
ψ̂(ℓ)

a
= 0. (3.5)
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Теперь раскроем, используя равенства (2.12) и (2.11)
соответственно, выражения (3.3) и найдем формулы, опре-
деляющие граничные воздействия µ и ν:

ν
(x
a

)
= G(ℓ− x) + C, µ

(
ℓ− x

a

)
= E(ℓ− x)−C.

Сделаем в первом равенстве замену t = x/a, во втором ра-
венстве замену t = (ℓ− x)/a, воспользуемся выражениями
(2.3) и (3.4), найдем функции ν и µ при 0 6 t 6 T = ℓ/a:

ν(t) =
ϕ(ℓ− at)

2
− ψ̂(ℓ− at)

2a
− ϕ(0)

2
,

µ(t) =
ϕ(at)

2
+
ψ̂(at)

2a
+
ϕ(0)

2
.

(3.6)

Учитывая согласование начальных и краевых условий
первой краевой задачи (2.10) найдем дополнительные усло-
вия на функции ϕ и ψ:

ϕ′(0) =
ψ(0)

a
, ϕ′′(0) =

ψ′(0)

a
, (3.7)

ϕ′(ℓ) = −ψ(ℓ)
a

, ϕ′′(ℓ) = −ψ
′(ℓ)

a
. (3.8)

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть функции ϕ∈C2[0, ℓ] и ψ∈C1[0, ℓ]
удовлетворяют условиям (3.5), (3.7) и (3.8). Тогда функ-

ции µ и ν вида (3.6), принадлежащие C2[0, T ], гасят ко-
лебания струны за период времени T = ℓ/a.

3.1.2. Использование метода Фурье. Равенства (3.1)
для решения (2.21) первой краевой задачи в момент време-
ни T = ℓ/a принимают следующий вид:

ϕn cos λnℓ+
ψn

λna
sinλnℓ+

1

λna

ℓ/a∫

0

zn(τ) sin λn(ℓ− aτ) dτ =0;

−λnaϕn sinλnℓ+ ψn cos λnℓ+

ℓ/a∫

0

zn(τ) cos λn(ℓ− aτ) dτ = 0.

(3.9)
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Здесь n = 1, 2, . . . и zn имеет вид (2.18). Поскольку для
первой краевой задачи выполняется λnℓ = πn, а Xn опре-

делены в (2.15), то zn(τ) =
a2λn
ωn

[
µ(τ)− ν(τ) cos λnℓ

]
.

В подынтегральном выражении первого уравнения (3.9)
сделаем замену ℓ− aτ = z:

ϕn cos λnℓ+
1

ωn

ℓ∫

0

µ
(ℓ− z

a

)
sinλnz dz−

− 1

ωn

ℓ∫

0

ν
(ℓ− z

a

)
cos λnℓ sinλnz dz = 0.

Поскольку sinλnℓ = 0, то − cosλnℓ sinλnz = sinλn(ℓ − z).
Вводим новую переменную вместо переменной ℓ−z во вто-
ром интеграле полученного равенства, приходим к следу-
ющему уравнению:

ϕn cos λnℓ+
1

ωn

ℓ∫

0

µ
(ℓ− z

a

)
sinλnz dz+

+
1

ωn

ℓ∫

0

ν
(z
a

)
sinλnz dz = 0. (3.10)

Аналогично преобразуем и второе уравнение в (3.9):

ψn cos λnℓ+
aλn
ωn

ℓ∫

0

µ
(ℓ− z

a

)
cosλnz dz−

− aλn
ωn

ℓ∫

0

ν
(z
a

)
cos λnz dz = 0. (3.11)

Интегралы в равенстве (3.11) возьмем по частям:
ℓ∫

0

µ
(ℓ− z

a

)
cos λnz dz = − 1

λn

ℓ∫

0

d

dz

[
µ
(ℓ− z

a

)]
sinλnz dz;
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ℓ∫

0

ν
(z
a

)
cos λnz dz = − 1

λn

ℓ∫

0

d

dz

[
ν
(z
a

)]
sinλnz dz.

Равенство (3.11) запишем с учетом полученных выражений

ψn cos λnℓ−
a

ωn

ℓ∫

0

d

dz

[
µ
(ℓ− z

a

)]
sinλnz dz+

+
a

ωn

ℓ∫

0

d

dz

[
ν
(z
a

)]
sinλnz dz = 0. (3.12)

Наконец, найдем функции, коэффициенты Фурье кото-
рых имеют вид ϕn cos λnℓ и ψn cos λnℓ:
∞∑

n=1

ϕn cosλnℓ
sinλnx

ωn
= −

∞∑

n=1

ϕn
sinλn(ℓ− x)

ωn
= −ϕ(ℓ− x);

∞∑

n=1

ψn cos λnℓ
sinλnx

ωn
= −

∞∑

n=1

ψn
sinλn(ℓ− x)

ωn
= −ψ(ℓ− x).

Равенства (3.10) и (3.12) умножим на Xn и просумми-
руем по n, получим следующие выражения:

−ϕ(ℓ− x) + µ
(ℓ− x

a

)
+ ν
(x
a

)
= 0; (3.13)

−ψ(ℓ− x)− a
d

dx

[
µ
(ℓ− x

a

)]
+ a

d

dx

[
ν
(x
a

)]
= 0. (3.14)

Проинтегрируем (3.14) от x до ℓ:

− ψ̂(ℓ− x)

a
+ µ

(ℓ− x

a

)
− ν
(x
a

)
= C0, (3.15)

где C0 = µ(0) − ν(ℓ/a).
Окончательно из (3.13) и (3.15) находим при 06 t 6ℓ/a:

µ(t) =
ϕ(at)

2
+
ψ̂(at)

2a
+
C0

2
;

ν(t) =
ϕ(ℓ− at)

2
− ψ̂(ℓ− at)

2a
− C0

2
.

(3.16)
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Если сравнить выражения (3.16) с полученными ранее
выражениями (3.6) для функций µ и ν методом Даламбе-
ра, то находим, что константа C0 должна равняться ϕ(0),
а это возможно, если обратиться к равенствам (2.10) при
условии, что ν(ℓ/a) = ν(T ) = 0. Это вполне естественное
условие: в финальный момент времени T воздействие ν на
правом конце заканчивается.

Выв о д. Аналитические выражения для граничных
воздействий µ и ν на концах струны, полученные методом
Даламбера и методом Фурье, совпадают.

3.2. Управляемость в условиях первой краевой
задачи по одной границе. Представим решение задачи
методом Даламбера.

Определим момент времени T , в течение которого воз-
можно погасить колебания. Волна от левого до закреп-
ленного правого конца струны проходит в течение перио-
да времени ℓ/a. Затем, отразившись от правого конца, в
течение периода времени ℓ/a она достигает левого конца
струны, на котором и осуществляется управляющее воз-
действие. Поэтому период времени T , за который можно
погасить колебания струны, равен 2ℓ/a.

Итак, финальные условия (3.1) принимают вид:

E(2ℓ+ x) +G(x− 2ℓ) = 0;

E(2ℓ+ x)−G(x− 2ℓ) = 2C1;
0 6 x 6 ℓ,

постоянная C1 будет определена ниже. Следовательно,

E(2ℓ+ x) = C1, G
(
−(2ℓ− x)

)
= −C1, 0 6 x 6 ℓ. (3.17)

При ν(t) ≡ 0 воспользуемся выражениями (2.11) и (2.12)
и преобразуем равенства (3.17) в следующие:

C1=E
(
ℓ+(ℓ+x)

)
=−G

(
ℓ−(ℓ+x)

)
= −G(−x)=E(x)−µ

(x
a

)
;

и

− C1 = G
(
−(2ℓ− x)

)
= −E(2ℓ− x) + µ

(2ℓ− x

a

)
=

= −E
(
ℓ+ (ℓ− x)

)
+ µ

(2ℓ− x

a

)
= G(x) + µ

(2ℓ− x

a

)
.
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Из этих равенств путем соответствующих замен находим

µ(t) =

{
E(at)− C1, 0 6 t 6 ℓ/a;

−G(2ℓ− at)− C1, ℓ/a 6 t 6 2ℓ/a.
(3.18)

Сначала определим, чему равна постоянная C1. Так как
из (2.10) следует, что µ(0) = ϕ(0), а из выражения (2.3)
вытекает, что верно E(0) = ϕ(0)/2, то C1 = −ϕ(0)/2. Итак,
используя равенства (2.3), выражения (3.18) перепишем в
следующем виде:

µ(t)=





ϕ(at)

2
+
ψ̂(at)

2a
+
ϕ(0)

2
, 0 6 t 6

ℓ

a
;

−ϕ(2ℓ−at)
2

+
ψ̂(2ℓ−at)

2a
+
ϕ(0)

2
,

ℓ

a
6 t 6

2ℓ

a
.

(3.19)

Полученная функция µ дважды непрерывно диффе-
ренцируема на отрезке [0, 2ℓ/a]. Для доказательства надо
проверить равенства в точке t0 = ℓ/a: µ(t0 − 0) = µ(t0 +0),
µ′(t0−0) = µ′(t0+0) и соответственно равенство для второй
производной µ′′(t0 − 0) = µ′′(t0 + 0). Указанные равенства
выполняются, если верно ϕ(ℓ) = ψ(ℓ) = ϕ′′(ℓ)=0. Это спра-
ведливо

(
см. выражение (2.10)

)
, поскольку ν(t) ≡ 0.

Из согласования начальных и граничных условий (2.10)
первой краевой задачи функции ϕ и ψ должны удовлетво-
рять дополнительному условию (3.7).

Итак, верна теорема.

Теорема 3.2. Пусть функции ϕ∈C2[0, ℓ] и ψ∈C1[0, ℓ]
удовлетворяют условиям (3.7). Тогда функция µ ∈ C2[0, T ]
вида (3.19) гасит колебания струны за период времени
T = 2ℓ/a.

3.3. Гашение колебаний в условиях третьей крае-
вой задачи. Решим только задачу управляемости по
двум границам. Как уже рассмотрено в п. 3.1.1 настоящей
главы, будем гасить колебания струны в течение периода
времени T = ℓ/a.

Из финальных условий (3.3) и выражений (2.6), (2.7)
получаем следующие равенства:
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C − E(ℓ)e−αx +

ℓ∫

ℓ−x

[
G′(ζ) + αG(ζ)

]
e−α
(
ζ−(ℓ−x)

)
dζ =

=

ℓ∫

ℓ−x

ν
(ℓ− ζ

a

)
e−α
(
ζ−(ℓ−x)

)
dζ, (3.20)

C +
ϕ(0)

2
eβ(ℓ−x) +

ℓ−x∫

0

[
E′(ζ)− β E(ζ)

]
e−β
(
(ℓ−x)−ζ

)
dζ =

=

ℓ−x∫

0

µ
(ζ
a

)
e−β
(
(ℓ−x)−ζ

)
dζ. (3.21)

Из этих выражений видно, что константа C, как и в слу-
чае первой краевой задачи, при x = 0 в (3.20) и x = ℓ в

(3.21) имеет вид: C = −ϕ(0)
2

=
ϕ(ℓ)

2
+
ψ̂(ℓ)

2a
. Поэтому для

функций начального состояния выполнено условие (3.5).
Дифференцируя по x равенства (3.20), (3.21), получаем

αE(ℓ)e−αx +
[
G′(ℓ− x) + αG(ℓ− x)

]
−

− α

ℓ∫

ℓ−x

[
G′(ζ) + αG(ζ)

]
e−α
(
ζ−(ℓ−x)

)
dζ =

= ν
(x
a

)
− α

ℓ∫

ℓ−x

ν
(ℓ− ζ

a

)
e−α
(
ζ−(ℓ−x)

)
dζ, (3.22)

− β
ϕ(0)

2
eβ(ℓ−x) −

[
E′(ℓ− x)− βE(ℓ− x)

]
+

+ β

ℓ−x∫

0

[
E′(ζ)− β E(ζ)

]
e−β
(
(ℓ−x)−ζ

)
dζ =
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= −µ
(ℓ− x

a

)
+ β

ℓ−x∫

0

µ
(ζ
a

)
e−β
(
(ℓ−x)−ζ

)
dζ. (3.23)

Наконец, выражение (3.20) умножим на α и сложим с ра-
венством (3.22), аналогично, (3.21) умножим на (−β) и сло-
жим с (3.23). Приходим к следующим формулам для управ-
ляющих воздействий µ и ν:

ν
(x
a

)
= αC +

[
G′(ℓ− x) + αG(ℓ− x)

]
; (3.24)

µ
(ℓ− x

a

)
= βC +

[
E′(ℓ− x)− βE(ℓ− x)

]
, (3.25)

здесь C = −ϕ(0)
2

=
ϕ(ℓ)

2
+
ψ̂(ℓ)

2a
.

Используя согласование (2.1) начальных и граничных
условий третьей краевой задачи и вид (2.3) функций E и
G, получаем равенства:

αC =
ϕ′(ℓ) + αϕ(ℓ)

2
+
ψ(ℓ) + αψ̂(ℓ)

2a
; (3.26)

βC =
ϕ′(0)− βϕ(0)

2
− ψ(0)

2a
. (3.27)

Из (3.26) и (3.27) найдем дополнительное условие на функ-
ции начального состояния ϕ и ψ, учтем условие (3.5):

ϕ′(ℓ) +
ψ(ℓ)

a
= 0, ϕ′(0)− ψ(0)

a
= 0. (3.28)

Теперь сделаем в выражениях (3.24) и (3.25) соответ-
ственные замены t = x/a и t = (ℓ− x)/a, приходим к виду
управляющих воздействий µ и ν при 0 6 t 6 T = ℓ/a:

ν(t) = α
[ϕ(ℓ)

2
+
ψ̂(ℓ)

2a

]
+
ϕ′(ℓ− at) + αϕ(ℓ − at)

2
−

− ψ(ℓ− at) + αψ̂(ℓ− at)

2a
; (3.29)

µ(t) = −β ϕ(0)
2

+
ϕ′(at)− βϕ(at)

2
+
ψ(at)− βψ̂(at)

2a
. (3.30)

Осталось получить еще дополнительные условия на
функции начального состояния ϕ и ψ, которые следуют из
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согласования начальных и граничных условий (2.1) тре-
тьей краевой задачи. Эти условия имеют вид:

ϕ′′(ℓ) + αϕ′(ℓ) =
ψ′(ℓ) + αψ(ℓ)

a
;

ϕ′′(0) − βϕ′(0) =
ψ′(0)− βψ(0)

a
.

(3.31)

Если в (3.31) учесть условия (3.28), то верно

ϕ′′(ℓ) = −ψ
′(ℓ)

a
; ϕ′′(0) =

ψ′(0)

a
.

Таким образом, для функций начального состояния выпол-
няются условия (3.5), (3.7) и (3.8).

Справедлива теорема.

Теорема 3.3. Пусть функции ϕ∈C2[0, ℓ] и ψ∈C1[0, ℓ]
удовлетворяют условиям (3.5), (3.7) и (3.8). Тогда функ-

ции ν и µ, принадлежащие пространству C1[0, T ], вида
(3.29) и (3.30) соответственно, за период времени T = ℓ/a
гасят колебания струны.

4. Наблюдаемость упругих колебаний

В этом параграфе будем решать задачу, обратную зада-
че управляемости: как по результатам наблюдения на кон-
цах струны (например, за изменением их положения или
за изменением натяжения на концах струны) восстановить
функции начального состояния, которые и инициировали
наблюдаемые колебания.

Сначала сформулируем задачу наблюдения в условиях
первой краевой задачи — при закрепленных концах стру-
ны.

З а д а ч а н а б лю д е ни я. Найти период времени T и
начальное состояние (1.2) объекта, колебания которого опи-
сываются уравнением (1.1) и однородными краевыми усло-
виями (1.3), по результатам наблюдения:

ux(0, t) = w1(t), ux(ℓ, t) = w2(t), 0 6 t 6 T. (4.1)

Это задача наблюдения по обеим границам.
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Зад а ч а н а б лю д е ни я. Найти период времени T и
начальное состояние (1.2) объекта, колебания которого опи-
сываются уравнением (1.1) и однородными краевыми усло-
виями (1.3), по результатам наблюдения

ux(0, t) = w(t), 0 6 t 6 T. (4.2)

Это задача наблюдения по одной границе.
Аналогично можно сформулировать задачи наблюде-

ния при граничных условиях второго рода.
З а д а ч а н а б лю д е ни я. Найти период времени T и

начальное состояние (1.2) объекта, колебания которого опи-
сываются уравнением (1.1) и однородными краевыми усло-
виями (1.4), по результатам наблюдения

u(0, t) = w1(t), u(ℓ, t) = w2(t), 0 6 t 6 T. (4.3)

Сформулирована задача наблюдения по обеим грани-
цам, а при наблюдении по одной границе задача формули-
руется следующим образом.

З а д а ч а н а б лю д е ни я. Найти период времени T и
начальное состояние (1.2) объекта, колебания которого опи-
сываются уравнением (1.1) и однородными краевыми усло-
виями (1.4), по результатам наблюдения

u(0, t) = w(t), 0 6 t 6 T.

Замечание 4.1. При закрепленных концах струны мы
будем наблюдать за изменением натяжения в течение пе-
риода наблюдения на этих концах. При свободных концах
струны — за изменением положения этих концов.

В случае же упруго закрепленных концов струны, мож-
но, например, наблюдать за изменением натяжения в тече-
ние периода наблюдения на концах струны — (4.1) или же
за изменением натяжения на одном конце струны — (4.2).

4.1. Наблюдаемость по двум границам в услови-
ях первой краевой задачи. Как отмечалось в п. 3.1.1
предыдущего параграфа, период наблюдения T равен ℓ/a.

Воспользуемся решением (2.2) первой краевой задачи.
Тогда условия (4.1) принимают следующий вид:
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E′(at) +G′(−at) = w1(t),

E′(ℓ+ at) +G′(ℓ− at) = w2(t),
0 6 t 6 ℓ/a. (4.4)

Из выражений (2.11) при µ ≡ 0 и (2.12) при ν ≡ 0 (одно-
родные граничные условия первого рода) находим

G′(−z) = E′(z), E′(ℓ+ z) = G′(ℓ− z), z > 0. (4.5)

Условия (4.4) при выполнении равенств (4.5) принимают
вид:

2E′(at) = w1(t), 2G
′(ℓ− at) = w2(t), 0 6 t 6 ℓ/a. (4.6)

С учетом (2.3) равенства (4.6) перепишем следующим об-
разом:

ϕ′(at) +
ψ(at)

a
= w1(t),

ϕ′(ℓ− at)− ψ(ℓ− at)

a
= w2(t),

0 6 t 6 ℓ/a. (4.7)

Сделав соответствующие замены в равенствах (4.7),
окончательно находим выражения для ϕ′ и ψ при 0 6 x 6 ℓ:

ϕ′(x) =
1

2

[
w1

(x
a

)
+ w2

(ℓ− x

a

)]
; (4.8)

ψ(x)

a
=

1

2

[
w1

(x
a

)
− w2

(ℓ− x

a

)]
. (4.9)

Если воспользуемся обозначением ŵi(t) =

t∫

0

wi(τ) dτ

для i = 1, 2, то из (4.8) найдем выражение непосредственно
для функции ϕ при 0 6 x 6 ℓ:

ϕ(x) =
a

2

[
ŵ1

(x
a

)
− ŵ2

(ℓ− x

a

)
+ ŵ2

( ℓ
a

)]
. (4.10)

Обратим внимание на тот факт, что согласование на-
чальных и граничных условий (2.10) при µ ≡ 0 и ν ≡ 0
означает, что функции наблюдения wi, i = 1, 2, обладают
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следующими условиями:

w1(0) = w2(ℓ/a), w1(ℓ/a) = w2(0),

w′
1(0) = w′

2(ℓ/a), w′
1(ℓ/a) = w′

2(0),

ŵ1(ℓ/a) = −ŵ2(ℓ/a).

(4.11)

Итак, справедлив следующий результат.

Теорема 4.1. Задача наблюдаемости по двум грани-
цам для граничных условий (1.3) решается с минималь-
ным периодом наблюдения T = ℓ/a. При этом функции
начального состояния ϕ и ψ из (1.2) восстанавливают-
ся с помощью функций наблюдения (4.1) w1 и w2 из про-

странства C1[0, T ], удовлетворяющих условиям (4.11), с
помощью формул (4.10) и (4.9) соответственно.

4.2. Наблюдаемость по одной границе в услови-
ях первой краевой задачи. Для этой задачи период на-
блюдения T равен 2ℓ/a (см. п. 3.2 предыдущего парагра-
фа).

Выражение (2.2) для решения u = u(x, t) первой крае-
вой задачи, функция наблюдения (4.2) и первое равенство
из (4.5) дают следующее:

2E′(at) = w(t), 0 6 t 6 2ℓ/a. (4.12)

Очевидно, что при 0 6 t 6 ℓ/a выполняется

ϕ′(at) +
ψ(at)

a
= w(t). (4.13)

Здесь достаточно воспользоваться выражением (2.3).
Для ℓ/a 6 t 6 2ℓ/a в равенстве (4.12) сделаем сле-

дующую замену: t = ℓ/a + τ , где 0 6 τ 6 ℓ/a. Тогда от

выражения (4.12) приходим к 2E′(ℓ+aτ) = w
( ℓ
a
+τ
)
. Сле-

довательно, если воспользуемся вторым равенством (4.5),

то находим 2G′(ℓ−aτ) = w
( ℓ
a
+ τ
)
. Используя выражения

(2.3), получаем равенство

ϕ′(ℓ− aτ)− ψ(ℓ− aτ)

a
= w

( ℓ
a
+ τ
)
. (4.14)
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В (4.13) сделаем замену at = x, а в (4.14) — замену
ℓ − aτ = x, приходим к системе уравнений относительно
функций ϕ′ и ψ:

ϕ′(x) +
ψ(x)

a
= w

(x
a

)
;

ϕ′(x)− ψ(x)

a
= w

(2ℓ
a

− x

a

)
;

0 6 x 6 ℓ.

Полученная система позволяет найти выражения для
функций начального состояния:

ϕ′(x) =
1

2

[
w
(x
a

)
+ w

(2ℓ
a

− x

a

)]
; (4.15)

ψ(x)

a
=

1

2

[
w
(x
a

)
− w

(2ℓ
a

− x

a

)]
. (4.16)

Найдем выражение для функции ϕ, используя введен-
ные обозначения ŵ и выражение (4.15):

ϕ(x) =
a

2

[
ŵ
(x
a

)
− ŵ

(2ℓ
a

− x

a

)
+ ŵ

(2ℓ
a

)]
.

Заметим, что из (2.10) следует, что ϕ(ℓ) = 0, а поэтому
выполнено ŵ(2ℓ/a) = 0. Следовательно, для функции ϕ
справедливо следующее выражение:

ϕ(x) =
a

2

[
ŵ
(x
a

)
− ŵ

(2ℓ
a

− x

a

)
+ ŵ

(2ℓ
a

)]
.

Кроме этого, согласование начальных и граничных ус-
ловий (2.10) дает следующие равенства для функции на-
блюдения w:

w(0) = w(2ℓ/a), w′(0) = w′(2ℓ/a), ŵ(2ℓ/a) = 0. (4.17)

С учетом свойств (4.17) функция ϕ имеет вид

ϕ(x) =
a

2

[
ŵ
(x
a

)
− ŵ

(2ℓ
a

− x

a

)]
. (4.18)

Справедлива теорема.

Теорема 4.2. Задача наблюдаемости по одной грани-
це для граничных условий (1.3) решается с минимальным
периодом наблюдения T = 2ℓ/a. При этом функции на-
чального состояния ϕ и ψ из (1.2) восстанавливаются с
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помощью функции наблюдения (4.2) w из C1[0, T ], удовле-
творяющей условиям (4.17), с помощью формул (4.18) и
(4.16) соответственно.

4.3. Наблюдаемость колебаний в условиях тре-
тьей краевой задачи. Решим только задачу наблюдае-
мости по обеим границам. В этом случае, как отмечалось
ранее, период наблюдения T равен ℓ/a.

Вид (2.2) решения u = u(x, t) третьей краевой задачи
и результаты наблюдения (4.3) приводят к следующей си-
стеме уравнений:

E(at) +G(−at) = w1(t);

E(ℓ+ at) +G(ℓ− at) = w2(t);
0 6 t 6 ℓ/a. (4.19)

Далее воспользуемся выражениями (2.6) при µ ≡ 0 и
(2.7) при ν ≡ 0. Из первого уравнения в (4.19) получаем

E(at) +
ϕ(0)

2
e−βat+

+

at∫

0

[
E′(ζ)− βE(ζ

]
e−β(at−ζ) dζ = w1(t). (4.20)

Продифференцируем по t полученное равенство (4.20):

aE′(at)− aβ
ϕ(0)

2
e−βat + a

[
E′(at)− βE(at)

]
−

− aβ

at∫

0

[
E′(ζ)− βE(ζ

]
e−β(at−ζ) dζ = w′

1(t). (4.21)

Равенство (4.20) умножим на (aβ) и сложим с (4.21); из
этого следует 2E′(at) = w′

1(t) + aβw1(t). Применяя в по-
лученном равенстве выражения для функции E из (2.3) и
сделав замену x = at, приходим к следующему

ϕ′(x) +
ψ(x)

a
=

1

a
w′
1

(x
a

)
+ β w1

(x
a

)
. (4.22)

Второе равенство из (4.19) дает
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G(ℓ− at) + E(ℓ)e−αat−

−
ℓ∫

ℓ−at

[
G′(ζ) + αG(ζ)

]
e−α
(
ζ−(ℓ−at)

)
dζ = w2(t). (4.23)

Выражение (4.23) дифференцируем по t и находим

− aG′(ℓ− at)−αaE(ℓ)e−αat − a
[
G′(ℓ− at)+αG(ℓ− at)

]
+

+ αa

ℓ∫

ℓ−at

[
G′(ζ) + αG(ζ)

]
e−α
(
ζ−(ℓ−at)

)
dζ = w′

2(t). (4.24)

Далее (4.23) умножим на αa и сложим с (4.24), получаем
следующее выражение −2aG′(ℓ − at) = w′

2(t) + αaw2(t).
Теперь воспользуемся видом (2.3) функции G и сделаем
замену x = ℓ− at:

−ϕ′(x) +
ψ(x)

a
=

1

a
w′
2

(ℓ− x

a

)
+ αw2

(ℓ− x

a

)
. (4.25)

Из (4.22) и (4.25) найдем функции начального состояния
ϕ′ и ψ:

ϕ′(x) =
1

2a

[
w′
1

(x
a

)
− w′

2

(ℓ− x

a

)]
+

+
1

2

[
β w1

(x
a

)
− αw2

(ℓ− x

a

)]
; (4.26)

ψ(x)

a
=

1

2a

[
w′
1

(x
a

)
+ w′

2

(ℓ− x

a

)]
+

+
1

2

[
β w1

(x
a

)
+ αw2

(ℓ− x

a

)]
. (4.27)

Проинтегрировав равенство (4.26) от 0 до x, найдем вы-
ражение для функции ϕ:

ϕ(x) = ϕ(0) +
1

2

[
w1

(x
a

)
+ w2

(ℓ− x

a

)]
+

+
a

2

[
βŵ1

(x
a

)
+ αŵ2

(ℓ− x

a

)
− αŵ2

( ℓ
a

)]
. (4.28)
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Из равенства (4.28) при x = 0 найдем первое условие
на функции наблюдения:

w1(0) = −w2(ℓ/a). (4.29)

Поскольку из (2.1) следует, что ϕ′(0) = βϕ(0), то через
функции наблюдения найдем значение ϕ(0) из (4.26) и (4.29)

ϕ(0) =
1

2βa

[
w′
1(0) − w′

2(ℓ/a) + a(β + α)w1(0)
]
. (4.30)

Остальные равенства из (2.1) дают условия на функции
наблюдения:

w′′
1(0)=w

′′
2 (ℓ/a)+a(α+β)w

′
2(ℓ/a)+a

2β(β−α)w2(ℓ/a); (4.31)

w′′
2(0)− aα2w2(0) = w′′

1(ℓ/a)+

+ a(α+ β)w′
1(ℓ/a) + aαβw1(ℓ/a); (4.32)

[
βw′

1(ℓ/a) + αw′
1(0)

]
−
[
βw′

2(0) + αw′
2(ℓ/a

]
+

+ a(α+ β)
[
βw1(ℓ/a) + αw2(ℓ/a)

]
+

+ a2αβ
[
βŵ1(ℓ/a)− αŵ2(ℓ/a)

]
= 0. (4.33)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.3. Задача наблюдаемости по двум грани-
цам с граничными условиями (1.5) решается для мини-
мального периода наблюдения T = ℓ/a. При этом функции
начального состояния ϕ и ψ из (1.2) восстанавливаются с

помощью функций наблюдения (4.3) w1, w2 из C2[0, T ], удо-
влетворяющих условиям (4.29), (4.31)–(4.33), с помощью
формул (4.28) и (4.27) соответственно, при этом посто-
янная ϕ(0) определена в (4.30).

5. Задачи управления колебаниями упругого
стержня

5.1. О свободных колебаниях стержня. При ис-
следовании колебаний упругого стержня постоянного попе-
речного сечения предполагается, что он имеет ось симмет-
рии. Если на него не действуют распределенные внешние
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нагрузки, то его малые свободные колебания описываются
уравнением 3

EJ
∂4u

∂ξ4
+ ρF

∂2u

∂t2
= 0, 0 < ξ < l, 0 < t < T, (5.1)

где u(t, ξ) — смещение точки ξ в момент времени t, EJ —
жесткость стержня, F — площадь поперечного сечения,
ρ = (1+e)ρ0, ρ0 — объемная плотность стержня, e = q/ρ0F ,
q — интенсивность внешней равномерно распределенной
массовой нагрузки.

Вводя замену x =
ξ

l
и обозначение a2 =

ρF l4

EJ
(1 + e),

вместо уравнения (5.1) получаем уравнение

∂4u

∂x4
+ a2

∂2u

∂t2
= 0, 0 < x < 1, 0 < t < T. (5.2)

Для определения собственных форм упругих колеба-
ний стержня решение уравнения (5.2) ищем в виде

u(t, x) = (C1 cosωt+ C2 sinωt)X(x), (5.3)

где ω — параметр, характеризующий гармонические коле-
бания стержня. В итоге для определения X(x) получаем
уравнение

d4X

dx4
− r4X = 0, 0 < x < 1, (5.4)

где r4 = a2ω2 = ω2 ρF l
4

EJ
(1 + e).

Общее решение уравнения (5.4) обычно представляется

в виде X(x) =
4∑

i=1

AiKi(x), где A1, A2, A3, A4 — произ-

вольные постоянные, r — положительный действительный
корень уравнения λ4−r4 = 0, а функции Крылова Ki опре-
деляются формулами:

K1(x) =
1

2
(ch rx+ cos rx), K2(x) =

1

2r
(sh rx+ sin rx),

K3(x) =
1

2r2
ch rx− cos rx), K4(x) =

1

2r3
(sh rx− sin rx).

3 См., например: Филиппов А.П. Колебания деформируемых си-
стем. — М.: Машиностроение, 1970.
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Эти функции удовлетворяют условиям для i, j = 1, 2, 3, 4:

dKi+1(x)

dx
= Ki(x), i = 1, 2, 3, K

(j−1)
i (0) = δij,

где δij — символ Кронекера.
Отсюда можно получить собственные формы колеба-

ний стержня, соответствующие различным граничным ус-
ловиям. Если концы стержня оперты, то

u(t, 0) = uxx(t, 0) = u(t, 1) = uxx(t, 1) = 0. (5.5)

Тогда из (5.5) следует, что

X(0) = X ′′(0) = X(1) = X ′′(1) = 0 (5.6)

и краевая задача (5.4)–(5.6) имеет собственные значения
r = πk, k = 1, 2, . . .

Значит, в соответствии с формулой (5.3) частоты соб-
ственных колебаний определяются из соотношений:

ωk =
π2k2

a
= π2k2

√
EJ

l4Fρ(1 + e)
, k = 1, 2, . . . ,

а соответствующие им собственные формы имеют следую-
щий вид: Xk(x) = Dk sinπkx, k = 1, 2, . . .

При других граничных условиях собственные формы
колебаний описываются тригонометрическими и гипербо-
лическими функциями.

В частности, если левый конец стержня закреплен упру-
го, а правый свободен, то граничные условия для собствен-
ных форм имеют вид: X(0) = X ′′(0) = X ′′(1) = X ′′′(1) = 0.
Собственные значения при этом определяются уравнени-
ем sin r ch r = cos r sh r, а собственные формы имеют вид
Xk(x) = Dk(sh rk sin rkx+sin rk sh rkx). Это вносит принци-
пиальные трудности в решение задач управления колеба-
ниями.

5.2. Постановка задач. Формулировка результа-
тов. Различные задачи управления колебаниями стержня
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имеют многочисленные приложения 4 и являются предме-
том теоретических и прикладных исследований 5.

Здесь мы ограничимся формулировками различных за-
дач полного гашения колебаний стержня за конечное время
с помощью граничных управлений. Решение некоторых из
этих задач удается получить применением метода Фурье.

Рассмотрим управляемый процесс, описываемый крае-
вой задачей:

∂4u

∂x4
+ a2

∂2u

∂t2
= 0, 0 < x < 1,

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x),

u(t, 0) = µ0(t), uxx(t, 0) = µ2(t),

u(t, 1) = ν0(t), uxx(t, 1) = ν2(t),

(5.7)

в которой управляющие функции µk и νk, k = 0, 2, пока
не ограничиваем никакими требованиями, кроме одного.
Каждый набор управляющих функций µk и νk, k = 0, 2,
определяет классическое или обобщенное решение задачи
(5.7).

Рассматриваемая задача управления состоит в следую-
щем.

Требуется определить момент времени T > 0 и такие
управляющие функции µk, νk, k = 0, 2, чтобы определяе-
мое ими решение u = u(t, x) краевой задачи (5.7) удовле-
творяло условиям:

u(T, x) = ut(T, x) ≡ 0, 0 < x < 1. (5.8)

Как показано ниже, в рассматриваемой задаче управ-
ления упругими колебаниями стержня с помощью гранич-
ных управляющих воздействий начальные возмущения
можно погасить за конечное время

(
в рассматриваемом

случае это время равно T = a/π
)
, полагая

µ0(t) = ν0(t) ≡ 0, µ2(t) = µ02(t), ν2(t) = ν02(t),

4 См., например: Дегтярев Г.Л., Сиразетдинов Т.К. Теоретиче-
ские основы оптимального управления упругими космическими ап-
паратами. — М.: Машиностроение, 1986.

5 См., например: Егоров А.И., Знаменская Л.Н. Управление
упругими колебаниями (обзор)// Оптимизация, управление, интел-
лект. — 2000. — № 5. — C. 112–121.
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где µ02(t) и ν02(t) определяются формулами:

µ02(t) =
π

2

∞∑

n=1

[
ψn

n
cos

n2π2

a
t− ϕn nπ sin

n2π2

a
t

]
+ C1, (5.9)

ν02(t) =
π

2

∞∑

n=1

(−1)n
[
ϕnnπ sin

n2π2

a
t− ψn

n
cos

n2π2

a
t

]
−

− C1, (5.10)

где C1 — произвольная постоянная.
Аналогичным образом решается та же задача успокое-

ния колебаний стержня в случае, когда µ2(t) = ν2(t) ≡ 0, а
процесс, описываемый краевой задачей (5.7), управляется
внешними воздействиями, определяемыми функциями µ0
и ν0 по формулам типа (5.9) и (5.10).

Этот результат можно использовать при решении ря-
да других задач управления колебаниями упругих систем.
Отметим лишь одну из них.

Управляемый процесс описывается краевой задачей:

∂4u

∂x4
+ a2

∂2u

∂t2
= 0, 0 < x < 1,

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x),

u(t, 0) = 0, uxx(t, 0) = µ2(t),

u(t, 1) = 0, uxx(t, 1) = y(t),

(5.11)

где µ2 — управление того же типа, что и в предыдущей
задаче, а y = y(t) определяется с помощью дифференци-
ального уравнения:

dy

dt
= ky + lu(t, 1) +mv(t), y(0) = y0. (5.12)

Здесь k, l, m, y0 — постоянные, а v — управляющая функ-
ция того же типа, что и µ2. Таким образом, речь идет об
управлении системой, состоящей из двух взаимодействую-
щих элементов, Один из них — объект с сосредоточенными
параметрами, а другой — с распределенными параметрами.

Требуется погасить колебания системы, т.е. найти
функции µ2 и v такие, что соответствующее им решение
{u = u(t, x), y = y(t)} системы (5.11), (5.12) в некоторый
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момент времени t = T удовлетворяет следующим усло-
виям: u(T, x) = ut(T, x) = y(T ) = 0 при всех x ∈ (0, 1).

Решение задачи получается достаточно просто следую-
щими рассуждениями.

Независимо от того, какими соотношениями ограничен
выбор функции y, она совместно с µ2 погасит колебания
стержня, если эти две функции будут определяться по фор-
мулам (см. (5.9) и (5.10)):

µ02(t)=−
1∫

0

ϕ(x)G1(t, x) dx+

1∫

0

ψ(x)G2(t, x) dx+C1, (5.13)

y0(t) = −
1∫

0

ϕ(x)G
(
t− a

π
, x
)
dx+

+

1∫

0

ψ(x)G2

(
t− a

π
, x
)
dx− C1, (5.14)

где

G1(t, x) = π2
∞∑
n=1

n sinnπx sin
n2π2

a
t,

G2(t, x) = π
∞∑
n=1

n−1 cosnπx cos
n2π2

a
t.

Постоянную C1 выбираем так, чтобы выполнялось усло-
вие y(T ) = 0, где T = a/π, т. е. полагаем

C1 = −
∞∑

n=1

ψn

n
=

1∫

0

ψ(x)G2(0, x) dx.

Определив таким образом функцию y = y(t), искомое
управление находим по формуле, используя (5.12):

v(t) = m−1[ẏ − ky − lu(t, 1)]. (5.15)

Формулы (5.13) и (5.15) дают решение поставленной за-
дачи. Они определяют управления µ2 и v, которые полно-
стью гасят колебания за отрезок времени от 0 до a/π. Если
сравнить полученный результат с решением аналогичной
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задачи управления колебаниями струны (см. предыдущий
параграф), то здесь просматриваются две важные особен-
ности.

1. Время полного успокоения колебаний стержня бо-
лее чем в три раза короче времени, в течение которого это
можно сделать при управлении колебаниями струны.

2. Возможности управления колебаниями стержня го-
раздо шире, и при решении задачи они все не используют-
ся. Желаемый результат получен с помощью управлений
µ2 и ν2, а µ0 и ν0 были взяты равными нулю.

Формулы (5.13) и (5.14) можно использовать для полу-
чения управления по принципу обратной связи. Для этого
нужно функции ϕ и ψ в условиях (5.11) рассматривать как
состояние стержня в некоторый момент времени t = τ, т. е.
положить u(τ, x) = ϕ(x), ut(τ, x) = ψ(x). Тогда формулы
(5.13) и (5.14) можно представить в виде:

µ02(t) = −
1∫

0

[
u(τ, x)G1(t, x) + ut(τ, x)G2(t, x)x−

− ut(τ, x)G2(0, x)
]
dx,

y0(t)=−
1∫

0

[
u(τ, x)G1

(
t− a

π
, x
)
+ ut(τ, x)G2

(
t− a

π
, x
)
+

+ ut(τ, x)G2(0, x)

]
dx.

Переходя в этих формулах к пределу при t→ τ, получаем
управления по принципу обратной связи

µ02[t, u(t, x), ut(t, x)] =

= −
1∫

0

[
u(t, x)G1(t, x)+ut(t, x)G2(t, x)−ut(τ, x)G2(0, x)

]
dx,

y0[t, u(t, x), ut(t, x)] = −
1∫

0

[
u(t, x)G1

(
t− a

π
, x

)
+
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+ut(t, x)G2

(
t− a

π
, x

)
+ ut(t, x)G2(0, x)

]
dx.

Управление v = v[t, u(t, x), ut(t, x)] находим по формуле
(5.15).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В предыдущем пункте настояще-
го параграфа были сформулированы результаты решения
задач управления колебаниями стержня. Они заключают-
ся в том, что если процесс описывается краевой задачей
(5.7) и управляющими функциями, берутся µ2 и ν2, а µ0 и
ν0 полагаются равными нулю, то управления (5.9) и (5.10)
успокаивают колебания стержня за время T = a/π.

Для доказательства этого утверждения воспользуемся
тем, что при заданных внешних воздействиях µi и νi реше-
ние задачи (5.7) можно представить в виде:

u(t, x) =

∞∑

n=1

un(t)Xn(x),

Xn = sinnπx, un(t)− 2

1∫

0

u(t, x)Xn(x) dx.

Умножая обе части уравнения колебаний на Xn(x) и инте-
грируя полученное равенство, с учетом граничных условий
приходим к уравнениям:

a2
d2un
dt2

+ (nπ)4un = 2nπ[ν2(t) cosnπ − µ2(t)]+

+ 2(nπ)3[ν0(t) cos nπ − µ0(t)], n = 1, 2, . . . , (5.16)

которые нужно решать с учетом начальных условий:

un(0) = ϕn,
dun(0)

dt
= ψn,

ϕn = 2

1∫

0

ϕ(x) sin nπx dx, ψn = 2

1∫

0

ψ(x) sin nπx dx.

В уравнениях (5.16) сделаем такую замену: τ =
π

a
t,

Un(τ) = un

(
aτ

π

)
. Тогда их можно представить в виде
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d2Un(τ)

dτ2
+(n2π)2Un(τ)=

2n

π

{[
ν2

(
aτ

π

)
cosnπ−µ2

(
aτ

π

)]
+

+ (nπ)2
[
ν0

(
aτ

π

)
cosnπ − µ0

(
aτ

π

)]}
, n = 1, 2, . . . ,

и, следовательно,

Un(τ) = ϕn cosn
2πτ +

ψn

n2π
sinn2πτ +

+
2

nπ2

∫ τ

0

{[
ν2

(
as

π

)
cosnπ − µ2

(
as

π

)]
+

+ (nπ)2
[
ν0

(
as

π

)
cosnπ − µ0

(
as

π

)]}
sinn2π(τ − s) ds.

Представляя решение задачи (5.7) в виде

u(t, x) = u

(
aτ

π
, x

)
= U(τ, x) =

∞∑

n=1

Un(τ) sin nπx

и учитывая, что система функций {sinnπx} полна в L2(0, 1),
находим, что условия (5.8) выполняются тогда и только то-
гда, когда

ϕn cosn
2πTτ +

ψn

n2π
sinn2πTτ+

+
2

nπ2

Tτ∫

0

{[
ν2

(
as

π

)
cosnπ−µ2

(
as

π

)]
+(nπ)2

[
ν0

(
as

π

)
cosnπ+

+ ν0

(
as

π

)]}
sinn2π(Tτ − s) ds = 0, (5.17)

−n2π2ϕn sinn
2πTτ+ψn cosn

2πTτ+

+
2n

π

Tτ∫

0

{[
ν2

(
as

π

)
cosnπ−µ2

(
as

π

)]
+(nπ)2

[
ν0

(
as

π

)
cosnπ−

− µ0

(
as

π

)]}
cosn2π(Tτ − s) ds = 0, (5.18)

где Tτ = πT/a. Если в равенствах (5.17) и (5.18) положить
Tτ = 1, то их можно записать в виде
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(−1)nϕn +
2

nπ2

{ 1∫

0

ν2

(
as

π

)
cosnπ sinn2π(1− s) ds−

−
1∫

0

µ2

(
a(1−s)
π

)
sinn2πs ds+

+ (nπ)2
[ 1∫

0

ν0

(
as

π

)
cosnπ sinn2π(1−s) ds+

+

1∫

0

µ0

(
a(1− s)

π

)
sinn2πs ds

]}
= 0,

(−1)nψn +
2n

π

{ 1∫

0

ν2

(
as

π

)
cosnπ cosn2π(1 − s) ds−

−
1∫

0

µ2

(
a(1− s)

π

)
cosn2πs ds+

+ (nπ)2
[ 1∫

0

ν0

(
as

π

)
cosnπ cosn2π(1− s) ds+

+

1∫

0

µ0

(
a(1− s)

π

)
cosn2πs ds

]}
= 0.

Поскольку справедливо: cosnπ sinn2π(1 − s) = − sinn2πs,
cosnπ cosn2π(1 − s) = cosn2π s, то отсюда получаем два
уравнения:

(−1)nϕn − 2

nπ2

1∫

0

{[
µ2

(
a(1− s)

π

)
+ ν2

(
as

π

)]
+

+ (nπ)2
[
µ0

(
a(1− s)

π

)
+ ν0

(
as

π

)]}
sinn2πs ds = 0, (5.19)
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(−1)nψn − 2n

π

1∫

0

{[
µ2

(
a(1− s)

π

)
− ν2

(
as

π

)]
+

+ (nπ)2
[
µ0

(
a(1− s)

π

)
− ν0

(
as

π

)]}
cosn2πs ds = 0 (5.20)

относительно четырех неизвестных функций µi и νi.
Положим µ0(t) = ν0(t) ≡ 0, т. е. будем управлять про-

цессом с помощью внешних возмущений, определяющих
изгиб стержня на его концах при отсутствии их смещения.

В этом случае уравнения (5.19) и (5.20) принимают вид

(−1)nϕn − 2

nπ2

1∫

0

[
µ2

(
a(1− s)

π

)
+ ν2

(
as

π

)]
sinn2πs ds = 0,

(5.21)

(−1)nψn − 2n

π

1∫

0

[
µ2

(
a(1− s)

π

)
− ν2

(
as

π

)]
cosn2πs ds = 0.

(5.22)

Так как

1∫

0

µ2

(
a(1− s)

π

)
cosn2πs ds =

= − 1

n2π

1∫

0

d

ds

[
µ′2

(
a(1− s)

π

)]
sinn2πs ds,

1∫

0

ν2

(
as

π

)
cosn2πs ds− 1

n2π

1∫

0

d

ds

[
ν ′2

(
as

π

)]
sinn2πs ds,

то уравнение (5.22) можно представить в виде

(−1)nnπ2ψn + 2

1∫

0

d

ds

[
µ′2

(
a(1− s)

π

)]
sinn2πs ds−
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−2

1∫

0

d

ds

[
ν ′2

(
as

π

)]
sinn2πs ds = 0. (5.23)

Функции µi

(
a(1− s)

π

)
и ν2

(
as

π

)
разложим в ряды Фу-

рье по системе {sin nπs} :

µ2

(
a(1− s)

π

)
=

∞∑

n=1

µ2n sinnπs, ν2

(
as

π

)
=

∞∑

n=1

ν2n sinnπs,

µ2n=2

1∫

0

µ2

(
a(1−s)
π

)
sinnπs ds, ν2n=2

1∫

0

ν2

(
as

π

)
sinnπs ds.

Следовательно, можно записать

µ2

(
a(1− s)

π

)
= µ02

(
a(1− s)

π

)
+ µ12

(
a(1− s)

π

)
,

где µ02

(
a(1−s)
π

)
=

∞∑

n=1

µ2n2 sinn2πs, а функция µ12

(
a(1−s)
π

)

определяется остальными слагаемыми ряда.

Аналогично имеем ν2

(
as

π

)
= ν02

(
as
π

)
+ ν12

(
as

π

)
, где

ν02

(
as

π

)
=

∞∑

n=1

ν2n2 sinn2πs.

Умножим равенства (5.21) и (5.23) на sinn2πs, а затем
просуммируем их по всем n = 1, 2, . . . В итоге будем иметь

µ02

(
a(1− s)

π

)
+ ν02

(
as

π

)
= ϕ0(s), (5.24)

d

ds

[
µ02

(
a(1− s)

π

)]
− d

ds

[
ν02

(
as

π

)]
= ψ0(s), (5.25)

где

ϕ0(s) =

∞∑

n=1

(−1)nnπ2ϕn sinn
2πs,

ψ0(s) =

∞∑

n=1

(−1)n−1nπ2ψn sinn
2πs.

(5.26)
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Интегрируя равенство (5.25) в пределах от 0 до s, будем
иметь

µ02

(
a(1− s)

π

)
− ν02

(
as

π

)
=

s∫

0

ψ0(s) ds + C, (5.27)

где C — произвольная постоянная. Решая систему уравне-
ний (5.24) и (5.27), получаем:

µ02(t) =
1

2

[
ϕ0

(
a− πt

a

)
+

(a−πt)/a∫

0

ψ0(s) ds

]
+ C0,

ν02(t) =
1

2

[
ϕ0

(
at

π

)
−

πt/a∫

0

ψ0(s) ds

]
− C0, C0 =

C

2
.

Так как функции ϕ и ψ определяются формулами (5.26),
то отсюда окончательно получаем:

µ02(t) =
π

2

∞∑

n=1

[
ψn

n
cos

n2π2

a
t− ϕnπ sin

n2π2

a
t

]
+ C1, (5.28)

ν02(t) =
π

2

∞∑

n=1

(−1)n
[
ϕnnπ sin

n2π2

a
t−

− ψn

n
cos

n2π2

a
t

]
− C1. (5.29)

Этот результат означает, что в рассматриваемой задаче
управления колебаниями стержня с помощью граничных
управляющих воздействий начальные возмущения можно
погасить за конечное время (в рассматриваемом случае это
время равно T = a/π), полагая:

µ0(t) = ν0(t) ≡ 0, µ2(t) = µ02(t), ν2(t) = ν02(t),

где µ02(t) и ν02(t) определяются формулами (5.28) и (5.29).



Глава 7

Системы с распределенными

и сосредоточенными параметрами

1. Системы из связанных объектов

Будем рассматривать систему, состоящую из двух объ-
ектов. Колебания одного объекта описываются волновым
уравнением с граничными условиями первого рода. Коле-
бания другого объекта описаны обыкновенными диффе-
ренциальными уравнением второго порядка. Это уравне-
ние содержит слагаемое, характеризующее объект с рас-
пределенными параметрами. Такая обратная связь прису-
ща системам с ограниченным возбуждением.

Подобные системы естественны для задач, описываю-
щих колебания газа в длинных трубопроводах или электро-
магнитных колебаний в длинных электрических линиях,
управление процессами в которых осуществляется устрой-
ствами с сосредоточенными параметрами. Очевидно, что
математическое описание этих устройств может быть по-
лучено в виде достаточно сложных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений или систем таких уравнений.

Здесь рассматривается максимально простая матема-
тическая модель. Колебания в длинной линии описывают-
ся волновым уравнением. Связанный с этой линией объект
с сосредоточенными параметрами описываются уравнени-
ем второго порядка. Взаимодействие между этими объек-
тами происходит на конце длинной линии. Такая постанов-
ка математической задачи представляется естественной с
прикладной точки зрения.

199
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1.1. Постановка краевых задач.
1.1.1. Система с граничным воздействием через объ-

ект с сосредоточенными параметрами. Рассмотрим коле-
бания системы, описываемые следующей краевой задачей:

utt(x, t) = a2uxx(x, t), (x, t) ∈ Q, (1.1)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 ℓ, (1.2)

u(0, t) = 0, u(ℓ, t) = y(t), t > 0, (1.3)

ÿ(t) + (ak)2y(t) = ν(t) + bux(ℓ, t), t > 0, (1.4)

y(0) = y0, ẏ(0) = y1. (1.5)

Здесь левая граница системы закреплена, а к правой
границе прикреплен объект с сосредоточенными парамет-
рами и там же осуществляется граничное воздействие на
систему.

Если из условий (1.3)–(1.4) исключить переменную y,
то их можно представить в виде:

u(0, t) = 0, utt(ℓ, t)− b ux(ℓ, t) + (ak)2u(ℓ, t) = ν(t),

u(ℓ, 0) = y0, ut(ℓ, 0) = y1.
(1.6)

Из согласования начальных и граничных условий по-
лучаем следующие равенства:





ϕ(0) = 0, ϕ′′(0) = 0, ψ(0) = 0,
ϕ(ℓ) = y0, ψ(ℓ) = y1,
ν(0) = a2ϕ′′(ℓ)− bϕ′(ℓ) + (ak)2ϕ(ℓ).

(1.7)

Решение начальной задачи (1.4)–(1.5) имеет вид

y(t) = y0 cos akt+
y1

ak
sin akt+

+
1

ak

t∫

0

[
ν(t) + bux(ℓ, τ)

]
sin ak(t− τ) dτ.

1.1.2. Системы с непосредственным граничным воз-
действием. Также будем рассматривать систему, колеба-
ния которой описываются следующей краевой задачей:
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utt(x, t) = a2uxx(x, t), (x, t) ∈ Q, (1.8)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 ℓ, (1.9)

u(0, t) = ν(t), u(ℓ, t) = y(t), t > 0, (1.10)

ÿ(t) + (ak)2y(t) = bux(ℓ, t), t > 0, (1.11)

y(0) = y0, ẏ(0) = y1. (1.12)

В этом случае граничные условия (1.10)–(1.12) можно
переписать в следующем виде:

u(0, t) = ν(t), utt(ℓ, t)− b ux(ℓ, t) + (ak)2u(ℓ, t) = 0,

u(ℓ, 0) = y0, ut(ℓ, 0) = y1.

Аналогично можно найти равенства, дающие согласо-
вание начальных и граничных условий:

ϕ(0) = ν(0), ψ(0) = ν ′(0), a2ϕ′′(0) = ν ′′(0),

ϕ(ℓ) = y0, ψ(ℓ) = y1,

a2ϕ′′(ℓ)− bϕ′(ℓ) + (ak)2ϕ(ℓ) = 0.

Найдем решение начальной задачи (1.11)–(1.12). Ее ре-
шение y(t) имеет следующий вид:

y(t) = y0 cos akt+
y1

ak
sin akt+

b

ak

t∫

0

ux(ℓ, τ) sin ak(t− τ) dτ.

1.2. Постановка задач граничной управляемости
и наблюдаемости. Сначала сформулируем задачу гаше-
ния колебаний для системы с граничным воздействием че-
рез объект с сосредоточенными параметрами.

З а д а ч а у пр а в л я ем о с т и. Найти период времени
T и функцию ν(t) такие, что решение u = u(x, t) задачи
(1.1)–(1.5) с начальными значениями (1.2) в момент вре-
мени T принимает нулевые финальные значения:

u(x, T ) = 0, ut(x, T ) = 0. (1.13)

Для системы с непосредственным граничным воздей-
ствием задача управляемости формулируется аналогичным
образом.
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Зад а ч а у пр а в л я ем о с т и. Найти период времени
T и функцию ν(t) такие, что решение u = u(x, t) задачи
(1.8)–(1.12) с начальными значениями (1.9) в момент вре-
мени T принимает нулевые финальные значения (1.13).

Как уже отмечалось ранее, задача наблюдаемости яв-
ляется обратной к задаче управляемости. Граничные усло-
вия:

u(0, t) = 0, u(ℓ, t) = y(t), t > 0, (1.14)

ÿ(t) + (ak)2y(t) = bux(ℓ, t), t > 0, (1.15)

y(0) = y0, ẏ(0) = y1. (1.16)

назовем однородными граничными условиями.
З а д а ч а н а б лю да ем о с т и. Найти период времени

T и начальное состояние (1.2) объекта, колебания кото-
рого описываются уравнением (1.1) и однородными крае-
выми условиями (1.14)–(1.16), по результатам граничного
наблюдения

ux(t, 0) = z1(t), 0 6 t 6 T. (1.17)

2. Решение краевых задач для систем
с распределенными и сосредоточенными

параметрами

2.1. Система с граничным воздействием через
объект с сосредоточенными параметрами. Будем ис-
кать решение краевой задачи (1.1)–(1.5) в виде (2.2). При-
чем функции E и G при 0 6 z 6 ℓ имеют вид (2.3).

Чтобы определить функцию E для z > ℓ и функцию
G для z < 0, воспользуемся выражениями (1.6). Первое
равенство из (1.6) дает

G(−z) = −E(z), z > 0. (2.1)

Таким образом, функция G определена для отрицательных
аргументов.

Полученная функция G дважды непрерывно диффе-
ренцируема в точке z = 0. Для этого необходимо проверить
следующие равенства:

G(+0) = G(−0), G′(+0) = G′(−0), G′′(+0) = G′′(−0).
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Их проверяем непосредственно, используя равенства (2.3),
(2.1) и условия (1.7). Действительно,

G(−0) = −E(0) = −ϕ(0)
2

, G(+0) =
ϕ(0)

2
, ϕ(0) = 0;

G′(−0) = E′(0) =
ϕ′(0)

2
+
ψ(0)

2a
, G′(+0) =

ϕ′(0)

2
− ψ(0)

2a
,

ψ(0) = 0;

G′′(−0) = −E′′(0) = −ϕ
′′(0)

2
− ψ′(0)

2a
,

G′′(+0) =
ϕ′′(0)

2
− ψ′(0)

2a
, ϕ′′(0) = 0.

Проанализируем теперь свойства решения (2.2) в неко-
торой окрестности точки x = ℓ. Подставляя функцию (2.2)
во второе условие (1.6), получаем уравнение для t > 0:

a2[E′′(ℓ+ at) +G′′(ℓ− at)]− b[E′(ℓ+ at) +G′(ℓ− at)]+

+ (ak)2[E(ℓ+ at) +G(ℓ− at)] = ν(t). (2.2)

Уравнение (2.2) можно представить в виде

M [E(ℓ+ at) +G(ℓ− at)] = ν(t) + 2bG′(ℓ− at), (2.3)

где оператор M имеет вид

M y(t) = y′′(t)− b

a
y′(t) + (ak)2 y(t). (2.4)

Пусть y1(z) и y2(z) — линейно независимые решения урав-
нения

M y(t) = 0, (2.5)

которые удовлетворяют следующим условиям:

y1(0) = 1, y′1(0) = 0, y2(0) = 0, y′2(0) = 1. (2.6)

Введем функцию

K(z, s) =
y2(z)y1(s)− y1(z)y2(s)

y1(s)y
′
2(s)− y2(s)y

′
1(s)

. (2.7)
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Соотношение (2.3) можно рассматривать как диффе-
ренциальное уравнение относительно E при z > ℓ. Его об-
щее решение можно записать в виде

E(ℓ+ at) = c1y1(t) + c2y2(t)−G(ℓ− at)+

+

t∫

0

K(t, τ)
[
ν(τ) + 2bG′(ℓ− aτ)

]
dτ, (2.8)

здесь y1(t) и y2(t) — линейно независимые решения уравне-
ния (2.5) со свойствами (2.6), а K(t, τ) определяется фор-
мулой (2.7).

Постоянные c1 и c2 выберем из условий непрерывности
E(z) и E′(z) в точке z = ℓ.Первое из этих условий означает,
что выполнено равенство E(ℓ + 0) − E(ℓ − 0) = 0. Это ра-
венство в силу формул (2.6) и (2.8) принимает следующий
вид:

c1 −G(ℓ− 0)− E(ℓ− 0) = 0.

Учитывая выражения (2.3) отсюда получаем c1 = ϕ(ℓ).
Условие непрерывности первой производной функции E(z)
в точке z = ℓ записываем в виде E′(ℓ+0)−E′(ℓ−0) = 0. При
найденном значении c1 производную функции E(z) можно
представить так

aE′(ℓ+ at) = ϕ(ℓ)y′1(t) + c2y
′
2(t) + aG′(ℓ− at)+

+

t∫

0

Kt(t, τ)
[
ν(τ) + 2bG′(ℓ− aτ)

]
ds.

Здесь мы учли тот факт, что K(t, t) ≡ 0, который следует
из вида функции (2.7). Отсюда получаем условие непре-
рывности производной E′ в точке z = ℓ. Это условие имеет
следующий вид:

c2 + a[G′(ℓ− 0)− E′(ℓ− 0)] = 0.

По формулам (2.3) находим, что c2 = ψ(ℓ). В формуле (2.8)
сделаем следующие замены: z = ℓ + at, s = ℓ + aτ . Таким
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образом, функция E представима выражением

E(z) = Y (z)−G(2ℓ − z)+

+
1

a

z∫

l

K

(
z − ℓ

a
,
s− ℓ

a

)[
ν

(
s− ℓ

a

)
+

+ 2bG′(2ℓ− s)
]
ds. (2.9)

Значение функции E в (2.9) получено для z > ℓ, где G(z)
определяется формулами (2.3) и (2.1). Функция E непре-
рывна и имеет непрерывную производную E′. В равенстве
(2.9) использовано обозначение

Y (z) = ϕ(ℓ) y1

(
z − ℓ

a

)
+ ψ(ℓ) y2

(
z − ℓ

a

)
. (2.10)

Докажем, что функция E, определяемая формулами
(2.3) и (2.9), дважды непрерывно дифференцируема в точ-
ке z = ℓ. Из формулы (2.9) следует, что

E′′(z) = Y ′′(z)−G′′(2ℓ− z)+

+
1

a3

z∫

l

Kzz

(
z − ℓ

a
,
s− ℓ

a

)[
ν

(
s− l

a

)
+ 2bG(2ℓ − s)

]
ds+

+
1

a2

[
ν

(
z − ℓ

a

)
+ 2bG′(2ℓ− z)

]
, z > ℓ.

Здесь учтен тот факт, что Kz(z, z) = 1.
Поскольку выполнено последнее равенство из (1.7), то

ϕ(ℓ)y′′1 (0) + ψ(ℓ)y′′2 (0) =
b

a
ψ(ℓ)− (ak)2ϕ(ℓ).

Заметим, что функции y1(z) и y2(z) являются линейно неза-
висимыми решениями однородного уравнения (2.5), удо-
влетворяющими начальным условиям (2.6), таким образом,
левая часть полученного равенства равна правой части.
Следовательно, функция E(z) дважды непрерывно диф-
ференцируема в точке z = ℓ.

Итак, справедлива теорема.
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Теорема 2.1. Пусть выполнены условия:

ϕ(x) ∈ C2[0, l], ψ(x) ∈ C1[0, ℓ],

ϕ(0) = 0, ϕ′′(0) = 0, ψ(0) = 0,

ϕ(ℓ) = y0, ψ(ℓ) = y1.

Тогда каждая дважды непрерывно дифференцируемая при
t > 0 функция ν, удовлетворяющая условию

ν(0) = a2ϕ′′(ℓ)− bϕ′(ℓ) + (ak)2ϕ(ℓ),

однозначно определяет единственное решение u = u(x, t)
краевой задачи (1.1)–(1.5). Это решение задается равен-
ством (2.2). При этом на отрезке [0, ℓ] функции E и G
представимы выражениями (2.3). Для отрицательных ар-
гументов функция G имеет вид (2.1) при z > 0, а для ар-
гументов, больших ℓ, функция E имеет вид (2.9), в этом
равенстве z > ℓ.

2.2. Система с непосредственным граничным
воздействием. Для этой системы справедлива теорема,
которая доказывается аналогично теореме 2.1.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия:

ϕ(x) ∈ C2[0, ℓ], ψ(x) ∈ C1[0, ℓ],
ϕ(ℓ) = y0, ψ(ℓ) = y1,
a2ϕ′′(ℓ)− bϕ′(ℓ) + (ak)2ϕ(ℓ) = 0.

(2.11)

Тогда каждая дважды непрерывно дифференцируемая при
t > 0 функция ν, удовлетворяющая условиям:

ν(0) = ϕ(0), ν ′(0) = ψ(0), ν ′′(0) = a2ϕ′′(0), (2.12)

однозначно определяет единственное решение u = u(t, x)
краевой задачи (1.8)–(1.12), которое представимо в виде
(2.2). Функции E и G при каждом 0 6 z 6 ℓ имеют вид
(2.3). Функция G для отрицательных аргументов пред-
ставима следующим выражением:

G(−z) = ν
(z
a

)
− E(z), (2.13)
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здесь z > 0. Для z > ℓ выполняется

E(z) = Y (z)−G(2ℓ − z)+

+
2b

a

z∫

ℓ

K

(
z − ℓ

a
,
s− ℓ

a

)
G′(2ℓ− s) ds. (2.14)

Здесь использованы обозначения из (2.7) и (2.10).

2.3. Конечномерная аппроксимация задачи уп-
равляемости системой с непосредственным гранич-
ным воздействием. Построим конечномерную аппрок-
симацию задачи (1.8)–(1.12), используя метод прямых в
теории приближенных решений краевых задач.

Пусть {xm = mh}, m = 0, . . . , n, — сетка с заданным
шагом h=ℓ/n на сегменте [0, ℓ]. Обозначим um(t)=u(xm, t),
m = 0, . . . , n, тогда

ux(xm, t) ≈
um(t)− um−1(t)

h
, m = 1, . . . , n,

uxx(xm, t) ≈
um+1(t)− 2um(t) + um−1(t)

h2
, m = 1, . . . , n− 1.

и u0(t) = ν(t), un(t) = y(t), um(0) = ϕ(xm), u̇m(0) = ψ(xm)
Поэтому аппроксимацию задачи (1.8)–(1.12) можно брать
в виде:

ü1(t) =
a2

h2
[u2(t)− 2u1(t) + ν(t)],

üm(t) =
a2

h2
[um+1(t)− 2um(t) + um−1(t)] , m = 2, . . . , n− 1,

u0(t) = ν(t), ün(t) + (ak)2un(t) =
b

h
[un(t)− un−1(t)] ,

где ϕm = ϕ(xm) и ψm = ψ(xm).
От полученной системы перейдем к системе первого по-

рядка с помощью замены u̇k(t) = vk(t), получаем:

ẇ(t) = A w(t) + B ν(t), (2.15)

w(0) = w0, (2.16)

где w(t), ẇ(t), B и w0 — вектор-столбцы размерности 2n,
A — матрица размерности 2n× 2n, причем
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w(t) = {u1(t), . . . , un(t), v1(t), . . . , vn(t)},
ẇ(t) = {u̇1(t), . . . , u̇n(t), v̇1(t), . . . , v̇n(t)},

w0 = {ϕ1, . . . , ϕn, ψ1, . . . , ψn},
A =

(
0 E
C 0

)
.

Вектор-столбец B = {
n︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, a2/h2,

n−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0}, имеет зна-

чение a2/h2 на месте n+1, а остальные его элементы равны
нулю; матрица 0 — нулевая матрица размерности n × n;
E — единичная матрица размерности n × n. Матрица C
размерности n× n имеет следующий вид:

C =




−2r r 0 0 . . . 0 0
r −2r r 0 . . . 0 0
0 r −2r r . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −2r r
0 0 0 0 . . . r −2r



, r = a2/h2.

Задача гашения колебаний заключается в следующем:
необходимо перевести систему (2.15) за промежуток вре-
мени T с помощью управляющего воздействия ν(t) из на-
чального состояния (2.16) в состояние покоя w(T ) = 0.

Критерием управляемости системы (2.15) является сле-
дующее утверждение (см., например, [229]): система (2.15)
управляема в том и только в том случае, когда выполнено
rank W = 2n, где W = (B AB A 2B . . . A 2n−1B).

Обозначим столбцы матрицы W через B1, . . . ,Bn, по-
лагая

B1 = B, B2 = AB1, . . . , Bn = ABn−1.

Тогда непосредственными вычислениями находим, что

B1=




0
0
. . .
0
r
0
0
. . .
0




, B2=




r
0
. . .
0
0
0
0
. . .
0




, B3=




0
0
. . .
0

−2r2

r2

0
. . .
0




,
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B4=




−2r2

r2

. . .
0
0
0
0
. . .
0




, B5=




0
0
. . .
0
5r3

−4r3

r3

. . .
0




, . . . (2.17)

Переставляя столбцы в матрице W , получим матрицу

W1 = (B2 B4 . . . B2n B1 B3 B5 . . . B2n−1).

Учитывая (2.17), эту матрицу можно представить в виде

W1 =

(
C1 0
0 C1

)
, где C1 =




r c12 c13 . . . c1n
0 r2 c23 . . . c2n
0 0 r3 . . . c3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . rn


,

cij — некоторые постоянные. Поэтому ранг матрицы W ра-
вен 2n.

Тем самым доказано, что для любого промежутка вре-
мени T найдется управляющая функция ν(t), которая пе-
реведет систему (2.15) из начального состояния (2.16) в со-
стояние покоя.

Для исходной системы (1.8)–(1.12) задача гашения ко-
лебаний решается для периода времени T = 2ℓ/a. Этот
факт говорит о том, что решение задачи гашения колеба-
ний для системы (2.15) с начальным состоянием (2.16) не
является приближенным решением задачи гашения коле-
баний для системы (1.8)–(1.12).

Замечание 2.1. Конечномерную аппроксимацию за-
дачи (1.8)–(1.12) можно было также попытаться получить с
помощью метода Фурье. Однако задача Штурма–Лиувилля
для системы (1.8)–(1.12) дает совокупность собственных
функций, которые не являются ортогональными.
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3. Решение задачи управляемости для систем
с распределенными и сосредоточенными

параметрами

Теперь воспользуемся результатами предыдущего па-
раграфа для решения задачи гашения колебаний.

3.1. Система с граничным воздействием через
объект с сосредоточенными параметрами. Докажем
следующую теорему.

Теорема 3.1. Для любых функций начального состоя-
ния ϕ ∈ C2[0, ℓ] и ψ ∈ C1[0, ℓ], удовлетворяющих условиям
(1.7) и

a2E′′(ℓ)− bE′(ℓ) = 0, (3.1)

удается погасить колебания системы (1.1)–(1.5) за время
T , равное 2ℓ/a. При этом граничное управление ν∈C[0, T ]
имеет следующий вид:

ν(t) = (ak)2E(ℓ) + a2G′′(ℓ− at)− bG′(ℓ− at)+

+ (ak)2G(ℓ− at). (3.2)

Доказательство. Будем искать управление, которое
определяет решение u = u(x, t) задачи (1.1)–(1.5), удовле-
творяющее условию (1.7) при T = 2ℓ/a . Это решение опре-
деляется формулой (2.2), в которой функции E и G выра-
жаются через ϕ и ψ. Условия (1.7) при T = 2ℓ/a с помощью
формулы (2.2) можно представить в виде

E(x+2ℓ)+G(x−2ℓ) = 0, E′(x+2ℓ)−G′(x−2ℓ) = 0, (3.3)

где функции E при 2ℓ 6 z 6 3ℓ и G при −2ℓ 6 z 6 −ℓ опре-
деляются формулами (2.9) и (2.1) соответственно. Проин-
тегрируем вторую формулу в (3.3), сделав соответствую-
щие преобразования, получаем следующее выражение для
нахождения управляющего воздействия ν:

E(z) = C, ℓ 6 z 6 3ℓ. (3.4)

Константа C в выражении (3.4) равна E(ℓ), причем функ-
ция E определяется с помощью формулы (2.9).

Рассмотрим равенство

a2E′′(z)− bE′(z) + (ak)2E(z) = (ak)2E(ℓ),
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которое получается из (3.4). Затем воспользуемся видом
(2.9) функции E и находим управление ν:

ν
(z − ℓ

a

)
= (ak)2E(ℓ) + a2G′′(2ℓ− z)− bG′(2ℓ− z)+

+ (ak)2G(2ℓ − z).

При этом учитывалось, что ядро K(z, s) по переменной z
удовлетворяет уравнению (2.5). Сделаем следующую заме-
ну: (z − ℓ)/a = t, получаем выражение (3.2). При условии
(3.1) полученная функция удовлетворяет равенству (1.7).

3.2. Система с непосредственным граничным
воздействием. Будем искать управление, которое опре-
деляет решение u = u(x, t) задачи (1.8)–(1.12), удовлетво-
ряющее условию (1.13) при T = 2ℓ/a . Это решение опре-
деляется формулой (2.2), в которой функции E и G выра-
жаются через ν, ϕ и ψ по формулам (2.3), (2.14) и (2.13).
Условия (1.13) при T = 2ℓ/a с помощью формулы (2.2)
можно представить в виде:

E(x+2ℓ)+G(x−2ℓ) = 0, E′(x+2ℓ)−G′(x−2ℓ) = 0, (3.5)

для 0 6 x 6 ℓ, где функция E при 2ℓ 6 z 6 3ℓ и функция G
при −2ℓ 6 z 6 0 определяются формулами (2.14) и (2.13).
Интегрируя по x второе из равенств (3.5), получаем

E(x+ 2ℓ) +G(x− 2ℓ) = 0, E(x+ 2ℓ)−G(x− 2ℓ) = 2C,

где C — произвольная постоянная. Следовательно,

E(x+ 2ℓ) = C, G(x− 2ℓ) = −C, 0 6 x 6 ℓ. (3.6)

Вторую из этих формул преобразуем, используя соотноше-
ние (2.13). Результат можно представить в виде

ν (t) = E(at)− C,
ℓ

a
6 t 6

2ℓ

a
. (3.7)

Первое уравнение из (3.6) с учетом формулы (2.14) запи-
сываем в виде

Y (x+2ℓ)−G(−x)+2b

a

x+2ℓ∫

ℓ

K

(
x+ ℓ

a
,
s− ℓ

a

)
G′(2ℓ−s) ds = C,
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где 0 6 x 6 ℓ. Это уравнение представим следующим об-
разом:

Y (x+ 2ℓ)−G(−x) + 2b

a

x∫

−ℓ

K

(
x+ ℓ

a
,
τ + ℓ

a

)
G′(−τ) dτ = C.

Функция G определяется формулами (2.3) и (2.13). По-
этому полученное уравнение можно записать

ν
(x
a

)
+

2b

a2

x∫

0

K

(
x+ ℓ

a
,
τ + ℓ

a

)
ν ′
(τ
a

)
dτ = F (x), (3.8)

где 0 6 x 6 ℓ и

F (x) = Y (x+ 2ℓ) + E(x)+

+
2b

a

x∫

0

K

(
x+ ℓ

a
,
τ + ℓ

a

)
E′(τ) dτ +

+
2b

a

0∫

−ℓ

K

(
x+ ℓ

a
,
τ + ℓ

a

)
G′(−τ) dτ − C.

Полагая x = at, τ = as, уравнение (3.8) перепишем в виде

ν(t) +
2b

a

t∫

0

K

(
at+ ℓ

a
,
as+ ℓ

a

)
ν ′(s) ds = f(t), (3.9)

где 0 6 t 6 ℓ/a и

f(t) = Y (at+ 2ℓ) + 2b

t∫

0

K

(
at+ ℓ

a
,
as+ ℓ

a

)
E′(as) ds+

+ 2b

0∫

−ℓ/a

K

(
at+ ℓ

a
,
as+ ℓ

a

)
G′(−as) ds+ E(at)− C.
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Так как K(z, s) определяется по формуле (2.7) и опре-

деляет решение y(t) =

t∫

0

K(t, τ)v(τ) dτ неоднородного диф-

ференциального уравнения с постоянными коэффициента-
ми M y(t) = v(t). Здесь оператор M имеет вид (2.4), сле-
довательно, существует функция K1(t) такая, что имеет
место следующее равенство: K(t, τ) = K1(t − τ). Поэтому
уравнение (3.9) можно представить в виде

ν(t) +
2b

a

t∫

0

K1(t− s)ν ′(s) ds = f(t), 0 6 t 6
ℓ

a
, (3.10)

где

f(t) = Y (at+ 2ℓ) + E(at) + 2b

t∫

0

K1(t− s)E ′(as) ds+

+ 2b

0∫

−ℓ/a

K1(t− s)G′(−as) ds − C. (3.11)

Далее воспользуемся операционным исчислением. Для
этого будем предполагать, что в уравнении (3.10) пере-
менная t может принимать все неотрицательные значения.
Введем обозначения:

ν̄(p) =

∞∫

0

e−p tν(t) dt, K̄1(p) =

∞∫

0

e−p tK1(t) dt

и, наконец, f̄(p) =

∞∫

0

e−p tf(t) dt. С помощью оператора

свертки получаем равенство

ν̄(p) =
2 b

a

ν(0)

1 +
2b

a
p K̄1(p)

K̄1(p) +
1

1 +
2b

a
p K̄1(p)

f̄(p).
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Отсюда следует, что

ν(t) =
2b

a
ν(0)R1(t) +

t∫

0

R2(t− s)f(s) ds, t > 0,

где функции R1 и R2 определяются соотношениями:

∞∫

0

e−p tR1(t) dt =
K̄1(p)

1 +
2b

a
p K̄1(p)

,

∞∫

0

e−p tR2(t) dt =
1

1 +
2b

a
p K̄1(p)

.

Структура функции ν существенно зависит от типа кор-

ней характеристического уравнения p2 − b

a
p+ (ak)2 = 0.

Рассмотрим возможные варианты.
1. Случай комплексных корней. Предположим, что ха-

рактеристическое уравнение p2− b

a
p+(ak)2 = 0 имеет ком-

плексные корни, т. е. 4a4k2 − b2 > 0,

p1,2 = α±iβ, α =
b

2a
, β = ακ, κ =

√(
2a2k

b

)2

− 1. (3.12)

В этом случае решения

y1(t) = eαt
[
cos βt− α

β
sinβt

]
, y2(t) =

eαt

β
sinβt

уравнения (2.5) удовлетворяют условиям (2.6), а функция
K(t, s) из (2.7) определяется по формуле

K(t, s) =
1

β
eα(t−s) sin β(t− s).

Поэтому ядро K в уравнении (3.9) можно представить в
виде

K

(
at+ ℓ

a
,
as+ ℓ

a

)
= eα(t−s) sin β(t− s)

β
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и, следовательно, в уравнении (3.10) можно положить

K1(t− s) = eα(t−s) sin β(t− s)

β
. (3.13)

Уравнение (3.10) записываем в виде

ν(t) +
2b

aβ

t∫

0

eaα(t−s) sin aβ(t− s) ν ′(s) ds = f(t). (3.14)

Так как

K̄1(p) =

∞∫

0

e−p t
[
eαt sin βt)

]
dt =

β

(p− α)2 + β2
,

то уравнение в изображениях, соответствующее уравнению
(3.14), можно представить в виде
[
1 +

2b

a

p

(p− α)2 + β2

]
ν̄(p) = f̄(p) +

2b ν(0)

a

1

(p− α)2 + β2
.

Отсюда следует, что

ν̄(p)=
(p− α)2 + β2

(p− α)2 +
2b

a
p+ β2

f̄(p)+

+
2bν(0)

a

1

(p− α)2 +
2b

a
p+ β2

. (3.15)

Так как, согласно формулам (3.12), имеет место следу-

ющее равенство: (p − α)2 +
2b

a
p + β2 = (p + α)2 + β2, то

можно записать

(p − α)2 + β2

(p− α)2 +
2b

a
p+ β2

= 1− 2b

a

p

(p+ α)2 + β2
.

Из уравнения (3.14) следует, что ν(0) = f(0). Поэтому ра-
венство (3.15) можно представить в следующем виде:

ν̄(p) = f̄(p)− 2b

aβ

β

(p+ α)2 + β2
[pf̄(p)− f(0)], (3.16)
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и, переходя от (3.16) к оригиналам, получим

ν(t) = f(t)− 2b

a

t∫

0

f ′(τ)K1(t− τ) dτ (3.17)

для 0 6 t 6 ℓ/a. Здесь функция f определена в (3.11), а
ядро K1 имеет вид (3.13).

2. Случай действительных различных корней. Предпо-

ложим, что корни p1 и p2 уравнения p2 − b

a
p + (ak)2 = 0

действительны и различны. Обозначим

p1 = α+ β, p2 = α− β, α =
b

2a
, β =

√
b2 − (2a2k)2

2a
.

Тогда решения y1 и y2 уравнения (2.5), удовлетворяющие
условиям (2.6), можно представить в виде

y1(t) = eαt
[
ch βt− α

β
shβt

]
, y2(t) = eαt

shβt

β
, (3.18)

а ядро K(t, s) из формул (2.7) принимает вид

K(t, s) = eα(t−s) shβ(t− s)

β
. (3.19)

Поэтому

K1(t− s) = eα(t−s) shβ(t− s)

β
. (3.20)

Выпишем уравнение (3.10) для рассматриваемого слу-

чая при 0 6 t 6
ℓ

a
:

ν(t) +
2b

aβ

t∫

0

eα(t−s) shβ(t− s) ν ′(s) ds = f(t). (3.21)

Уравнение (3.21) решаем с помощью операционного исчис-
ления.

Изложенным выше способом получаем уравнение в изоб-
ражениях:
[
1+

2b

a

p

(p− α)2 − β2

]
ν̄(p)=

2b

a

ν(0)

(p − α)2 − β2
+f̄(p). (3.22)
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Поскольку ν(0) = f(0) и

(p − α)2 − β2

(p− α)2 +
2b

a
p− β2

= 1− 2b

a

p

(p+ α)2 − β2
,

то равенство (3.22) можно представить в виде

ν̄(p) = f̄(p)− 2b

aβ

β

(p + α)2 − β2
[pf̄(p)− f(0)],

и, переходя к оригиналам, получаем

ν(t) = f(t)− 2b

a

t∫

0

e−α(t−τ) shβ(t− τ)

β
f ′(τ) dτ.

Если воспользоваться (3.20), то окончательно получаем
представление функции ν в виде (3.17), где f имеет вид
(3.11), а ядро K1(t) определено в (3.20).

3. Случай кратного корня. Предположим, что харак-

теристическое уравнение p2 − b

a
p + (ak)2 = 0 имеет один

действительный корень α =
b

2a
, т. е. выполнено равенство

b2−(2a2k)2 = 0. Тогда решения y1(t) и y2(t) уравнения (2.5),
удовлетворяющие условиям (2.6), можно представить в ви-
де y1(t) = eαt[1−αt], y2(t) = eαtt, а ядро K(t, s) из формул

(2.7) имеет вид K(t, s) = eα(t−s) (t− s), поэтому

K1(t− s) = eα(t−s)(t− s). (3.23)

Выпишем уравнение (3.10) для рассматриваемого слу-
чая

ν(t)+
2b

a

t∫

0

eα(t−s) (t−s) ν ′(s) ds = f(t), 0 6 t 6
ℓ

a
. (3.24)

Уравнение (3.24) решаем с помощью операционного исчис-
ления.
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Отметим, что из этого уравнения следует ν(0) = f(0).
Изложенным выше способом получаем уравнение в изоб-
ражениях:

(p− α)2 +
2b

a
p

(p− α)2
ν̄(p) = f̄(p) +

2b

a

f(0)

(p− α)2
.

Поскольку в рассматриваемом случае 2b/a = 4α, то

(p− α)2

(p− α)2 +
2b

a
p

= 1− 2b

a

p

(p+ α)2
.

Поэтому

ν̄(p) = f̄(p)− 2b

a

[
pf̄(p)

(p + α)2
− f(0)

(p+ α)2

]
. (3.25)

Переходя от (3.25) к оригиналам, воспользуемся выраже-
нием (3.23). В итоге находим

ν(t) = f(t)− 2b

a

t∫

0

e−α(t−τ)(t− τ)f ′(τ) dτ,

которое можно переписать в виде (3.17), где функция f
определяется по формуле (3.11), в которой ядро K1 имеет
вид (3.23).

Таким образом, структура решения уравнения (3.10) в
этом случае остается такой же, как и при решении того же
уравнения в двух предыдущих случаях. Особенность пред-
ставления функции ν на отрезке 0 6 t 6 ℓ/a проявляется
лишь в зависимости вида ядра K1 от того, каковы корни

уравнения p2 − b

a
p+ (ak)2 = 0.

Полученный результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема 3.2. Пусть функции ϕ и ψ начального сос-
тояния в краевой задаче (1.8)–(1.12) удовлетворяют усло-
виям теоремы 2.2. Тогда управление ν, определяющее ре-
шение u = u(x, t) этой краевой задачи, которое удовле-

творяет условиям (1.13), имеет вид (3.17) при 06 t6
ℓ

a
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и (3.7) при
ℓ

a
6 t 6

2ℓ

a
. При этом ядро K1 определяется

по формулам:
1) (3.13) при b2 − (2a2k)2 < 0;
2) (3.20) при b2 − (2a2k)2 > 0;
3) (3.23) при b2 − (2a2k)2 = 0.

Функция f определяется в (3.11).

3.3. Анализ решения задачи для системы с непо-
средственным граничным воздействием. В теореме
2.2 сформулированы достаточные условия, при выполне-
нии которых управление ν определяет дважды непрерыв-
но дифференцируемое решение u = u(t, x) краевой зада-
чи (1.8)–(1.12). В доказанной теореме 3.2 не проверено,
что полученное управление ν, во-первых, является дважды
непрерывно дифференцируемой функцией на [0, T ], а во-
вторых, что оно удовлетворяет условиям (2.12) краевой за-
дачи (1.8)–(1.12). Для этого прежде всего следует прове-
рить выполнимость условий согласования функции ν, за-
данной выражением (3.17), в точке t = 0 и условий (2.12),
а также выполнения соответствующих равенств в точке
t = ℓ/a.

Теорема 3.3. Пусть ϕ ∈ C2[0, ℓ], ψ ∈ C1[0, ℓ], а так-
же выполнены следующие условия:

1) a2ϕ′′(ℓ)− bϕ′(ℓ) + (aµ)2ϕ(ℓ) = 0;

2) f(0) = ϕ(0), f ′(0) = ψ(0), f ′′(0) = a2ϕ′′(0) +
2b

a
ψ(0);

3) f

(
ℓ

a

)
− 2b

a2

ℓ∫

0

K1

(
ℓ− s

a

)
f ′
(s
a

)
ds = E(ℓ)− C;

4) f ′
(
ℓ

a

)
− 2b

a2

ℓ∫

0

K ′
1

(
ℓ− s

a

)
f ′
(s
a

)
ds = aE′(ℓ),

где функция f имеет вид (3.11).
Тогда управление ν, определяемое формулами (3.17) и

(3.7), дважды непрерывно дифференцируемо и соответст-
вующее ему решение краевой задачи (1.8)–(1.12) удовле-
творяет условиям (1.13) при T = 2l/a.
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4. Решение задачи наблюдаемости для систем
с распределенными и сосредоточенными

параметрами

Для решения задачи наблюдаемости воспользуемся ре-
зультатами теоремы 2.2 при ν ≡ 0. Сформулируем теорему,
при этом будем использовать обозначения § 3 этой главы.

Теорема 4.1. Задача граничного наблюдения решает-
ся при минимальном периоде наблюдения T = 2ℓ/a. При
этом функции начального состояния системы ϕ и ψ вос-
станавливаются с помощью функции наблюдения (1.17)
z1 ∈ C1[0, T ] следующим образом:

ϕ(x) =
1

2

x∫

0

[
z1

(τ
a

)
+ z2

(ℓ− τ

a

)]
dτ, (4.1)

ψ(x) =
a

2

[
z1

(x
a

)
− z2

(ℓ− x

a

)]
, (4.2)

где

z2(t) = f(t) +
2b

a

t∫

0

K1(τ − t)f ′(τ) dτ (4.3)

и

f(t) =

[
z1

(ℓ+ at

a

)
− 2b

a
K1(t) z1

( ℓ
a

)]
−

−
[
Y ′(ℓ+ at)− 2b

a
K1(t)Y

′(ℓ)

]
. (4.4)

Замечание 4.1. Заметим, что вид функции K1 зави-
сит от знака выражения b2 − (2a2k)2 (см. формулировку
теоремы 3.2).

Доказательство. Будем искать начальные функции
ϕ и ψ, используя вид (2.2) решения u = u(t, x) краевой
задачи и результат наблюдения (1.17) за колебаниями си-
стемы. Получаем следующее уравнение:

E′(at) = z1(t), 0 6 t 6 2ℓ/a. (4.5)

Здесь воспользовались видом (2.13) функции G для отри-
цательных аргументов и ν ≡ 0.

Из выражений (2.3) для функции E уравнение (4.5)
имеет вид
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ϕ′(at) +
ψ(at)

a
= z1(t), 0 6 t 6 ℓ/a. (4.6)

Для ℓ/a 6 t 6 2ℓ/a получаем из (2.14) следующее уравне-
ние:

Y ′(at) +G′

(
ℓ− a

(
t− ℓ

a

))
+

+
2b

a

t−ℓ/a∫

0

K ′
1

(
t− ℓ

a
− ζ
)
G′(ℓ− aζ) dζ = z1(t).

В найденном уравнении сделаем замену t− ℓ/a = τ , тогда
справедливо 0 6 τ 6 ℓ/a, а интеграл возьмем по частям и
обозначим

g(τ) = G′(l − aτ), (4.7)

получаем уравнение

Y ′(ℓ+ aτ) + g(τ) +
2b

a
K1(τ) g(0)+

+
2b

a

τ∫

0

K1(τ − ζ) g′(ζ) dζ = z1

(ℓ+ aτ

a

)
, (4.8)

здесь воспользовались тем, что K1(0) = 0. Из уравнения
(4.8) находим

g(0) = z1(ℓ/a) − Y ′(ℓ). (4.9)

Для того чтобы найти функцию g, надо решить урав-
нение

g(t) +
2b

a

t∫

0

K1(t− ζ) g′(ζ) dζ = f(t), (4.10)

при 0 6 t 6 ℓ/a, где

f(t) = z1

(ℓ+ at

a

)
− Y ′(ℓ+ at)− 2b

a
K1(t) g(0), (4.11)

а с учетом (4.9) получаем выражение (4.4) для функции
f(t).
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Уравнение (4.10) будем решать с помощью операцион-
ного исчисления. Для этого предположим, что переменная
t принимает все неотрицательные значения. Тогда, если

ḡ(p) =

∞∫

0

e−p tg(t) dt, K̄1(p) =

∞∫

0

e−p tK1(t) dt,

f̄(p) =

∞∫

0

e−p tf(t) dt,

то с помощью теоремы свертки получаем следующее ра-
венство:

ḡ(p) =
2b

a

g(0)

1 +
2b

a
p K̄1(p)

K̄1(p) +
1

1 +
2b

a
p K̄1(p)

f̄(p).

Отсюда следует, что

g(t) =
2b

a
g(0)R1(t) +

t∫

0

R2(t− s) f(s) ds, t > 0,

где функции R1(t) и R2(t) определяются следующими со-
отношениями:

∞∫

0

e−p tR1(t) dt =
K̄1(p)

1 +
2b

a
p K̄1(p)

,

∞∫

0

e−p tR2(t) dt =
1

1 +
2b

a
p K̄1(p)

.

Структура функции g существенно зависит от типа кор-

ней характеристического уравнения p2 − b

a
p + (ak)2p = 0.

Рассмотрим возможные варианты.
1. Случай комплексных корней. Уравнение (4.10) запи-

сываем в виде, используя явный вид (3.13) функции K1,

g(t)+
2b

a

t∫

0

eα(t−s) sin β(t− s)

β
g′(s) ds = f(t), t > 0. (4.12)
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Так как K̄1(p) =

∞∫

0

e−p t eαt
sin βt

β
dt =

1

(p− α)2 + β2
, то

уравнение в изображениях, соответствующее (4.12), можно
представить в виде
[
1 +

2b

a

p

(p− α)2 + β2

]
ḡ(p) = f̄(p) +

2b g(0)

a

1

(p− α)2 + β2
.

Отсюда следует, что

ḡ(p) =
(p− α)2 + β2

(p− α)2 +
2b

a
p+ β2

f̄(p)+

+
2bg(0)

a

1

(p− α)2 +
2b

a
p+ β2

. (4.13)

Так как (p − α)2 +
2b

a
p + β2 = (p + α)2 + β2, то можно

записать

(p − α)2 + β2

(p− α)2 +
2b

a
p+ β2

= 1− 2b

a

p

(p+ α)2 + β2
.

Непосредственно из (4.12) следует, что g(0) = f(0). Поэто-
му равенство можно представить в следующем виде:

ḡ(p) = f̄(p)− 2b

aβ

β

(p+ α)2 + β2
[pf̄(p)− f(0)]

и, переходя от (4.13) к оригиналам, получим для 06 t6ℓ/a

g(t) = f(t)− 2b

a

t∫

0

e−α(t−τ) sin β(t− τ)

β
f ′(τ) dτ.

Если, наконец, воспользоваться обозначением (3.13), то
эту формулу можно представить в виде

g(t) = f(t)− 2b

a

t∫

0

K1(t− τ) f ′(τ) dτ, (4.14)

при 0 6 t 6 ℓ/a функция f определяется формулой (4.11).
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2. Случай различных действительных корней. Проводя
рассуждения, аналогичные приведенным выше, получаем,
что решение уравнения (4.10) имеет вид (4.14). При этом
функция K1 имеет вид (3.20).

3. Случай кратного корня. Решение уравнения (4.10)
имеет вид (4.14), где функция K1 — (3.23).

Используем (4.7) и полученное выражение (4.14) для
функции g, получаем

ϕ′(ℓ− at)− ψ(ℓ− at)

a
= z2(t), (4.15)

где z2(t) определено в (4.3).
В уравнении (4.6) сделаем замену x = at, а в уравнении

(4.15) — замену ℓ− at = x, приходим к следующей системе
относительно неизвестных функций ϕ и ψ:

ϕ′(x) +
ψ(x)

a
= z1

(x
a

)
, (4.16)

ϕ′(x)− ψ(x)

a
= z2

(
ℓ− x

a

)
(4.17)

Сложим уравнения (4.16) и (4.17) и вычтем из уравне-
ния (4.16) уравнение (4.17), получаем выражение (4.2) для
неизвестной функции ψ, а для функции ϕ находим

ϕ(x) = C +
1

2

x∫

0

[
z1

(τ
a

)
+ z2

(
l − τ

a

)]
dτ. (4.18)

Используем условия (2.11) для функции ϕ в выражении
(4.18), найдем константу C, она равняется нулю. Оконча-
тельно для функции ϕ получаем выражение (4.1).

5. Задача наблюдаемости для систем
с граничными условиями третьего рода

Рассмотрим систему, колебания которой описываются
волновым уравнением (1.1), начальными условиями (1.2)
и однородными граничными условиями третьего рода для
0 6 t 6 T :

α1ux(t, 0)− β1u(t, 0) = z1(t),

α2ux(t, ℓ) + β2u(t, ℓ) = z2(t),
(5.1)
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z̈1(t) + λ21z1(t) = b1ux(t, 0), z1(0) = z01 , ż1(0) = z11 , (5.2)

z̈2(t) + λ22z2(t) = b2ux(t, ℓ), z2(0) = z02 , ż2(0) = z12 . (5.3)

Если из условий (5.1)–(5.3) исключить функции z1 и z2,
то их можно представить в виде1:

uxxx(t, 0)−
β1
α1
uxx(t,0)+Λ1ux(t,0)−

λ21β1
a2α1

u(t,0)=0,

α1ux(0,0)−β1u(0,0)=z01 , α1uxt(0,0)−β1ut(0,0)=z11 ,
(5.4)

uxxx(t, ℓ)+
β2
α2
uxx(t, ℓ)+Λ2ux(t, ℓ)+

λ22β2
a2α2

u(t, ℓ)=0,

α2ux(0, ℓ)+β2u(0, ℓ)=z
0
2 , α2uxt(0, ℓ)+β2ut(0, ℓ)=z

1
2 ,

(5.5)

где Λi =
λ2iαi − bi
a2αi

, i = 1, 2.

Зад а ч а н а б лю да ем о с т и. Найти период времени
T и начальное состояние (1.2) объекта, колебания которо-
го описываются уравнением (1.1) и однородными краевыми
условиями (5.1)–(5.3), по результатам граничного наблю-
дения:

u(t, 0) = w1(t), u(t, ℓ) = w2(t), 0 6 t 6 T. (5.6)

5.1. Вспомогательные результаты. Приведем утвер-
ждение, дающие решение рассматриваемой краевой зада-
чи. Для его формулировки введем операторы M1 и M2,
которые следующим образом действуют на функцию y:

M1y(t) =
...
y (t) +

aβ1
α1

ÿ(t) + a2Λ1 ẏ(t) +
aλ21β1
α1

y(t), (5.7)

M2y(t) =
...
y (t) +

aβ2
α2

ÿ(t) + a2Λ2 ẏ(t) +
aλ22β2
α2

y(t). (5.8)

Пусть y1i (t), y
2
i (t), y

3
i (t) — линейно независимые решения

уравнений

Mi y(t) = 0, i = 1, 2, (5.9)

1При условии существования производных соответствующего по-
рядка у функции u = u(t, x).
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с дифференциальными операторами вида (5.7) и (5.8), ко-
торые удовлетворяют следующим условиям i = 1, 2:

y1i (0) = 1, ẏ1i (0) = 0, ÿ 1
i (0) = 0,

y2i (0) = 0, ẏ2i (0) = 1, ÿ 2
i (0) = 0,

y3i (0) = 0, ẏ3i (0) = 0, ÿ 3
i (0) = 1.

(5.10)

Определим функции:

Y1(s)=2ϕ(0) y11

(s
a

)
+2ψ(0) y21

(s
a

)
+2a2ϕ′′(0) y31

(s
a

)
, (5.11)

Y2(s)= 2ϕ(ℓ) y12

(
s− ℓ

a

)
+ 2ψ(ℓ) y22

(
s− ℓ

a

)
+

+ 2a2ϕ′′(ℓ) y32

(
s− ℓ

a

)
, (5.12)

Ki(ζ, s) =
Wi(ζ, s)

Wi(s)
, i = 1, 2,

где

Wi(ζ,s)=

∣∣∣∣∣∣

y1i (s) y2i (s) y3i (s)
ẏ1i (s) ẏ2i (s) ẏ3i (s)
y1i (ζ) y2i (ζ) y3i (ζ)

∣∣∣∣∣∣
,Wi(s)=

∣∣∣∣∣∣

y1i (s) y2i (s) y3i (s)
ẏ1i (s) ẏ2i (s) ẏ3i (s)
ÿ 1
i (s) ÿ 2

i (s) ÿ 3
i (s)

∣∣∣∣∣∣
.

Заметим, что введенные функции Ki(ζ, s), i = 1, 2, облада-
ют следующими свойствами:

Ki(ζ, ζ) = 0,
d

dζ
Ki(ζ, s)

∣∣∣
s=ζ

= 0,
d2

dζ2
Ki(ζ, s)

∣∣∣
s=ζ

= 1.

Теорема 5.1. Пусть выполнены условия:

ϕ(x) ∈ C3[0, ℓ], ψ(x) ∈ C2[0, ℓ], (5.13)

α1ϕ
′(0)− β1ϕ(0) = z01 , α1ψ

′(0)− β1ψ(0) = z11 , (5.14)

α2ϕ
′(ℓ) + β2ϕ(ℓ) = z02 , α2ψ

′(ℓ) + β2ψ(ℓ) = z12 , (5.15)

ϕ′′′(0) − β1
α1

ϕ′′(0) + Λ1ϕ
′(0)− λ21β1

a2α1
ϕ(0) = 0, (5.16)

ϕ′′′(ℓ) +
β2
α2

ϕ′′(ℓ) + Λ2ϕ
′(ℓ) +

λ22β2
a2α2

ϕ(ℓ) = 0. (5.17)



§ 5. Задача наблюдаемости с условиями третьего рода 227

Тогда существует единственное решение2 u = u(t, x), при-

надлежащее пространству C3(QT ) краевой задачи (1.1),
(1.2), (5.4), (5.5), которое при 0 6 t 6 ℓ/a представимо в
следующем виде:

u(t, x) =
1

2
[E(x+ at) +G(x− at)], (5.18)

где

G(ζ) =





ϕ(ζ)− 1

a

ζ∫

0

ψ(s) ds, 0 6 ζ 6 ℓ,

Y1(−ζ)−E(−ζ)+
−ζ/a∫

0

K1

(
−ζ
a
, s
)
F1(s)ds,

−ℓ 6 ζ 6 0,

(5.19)

здесь

F1(s) = 2a3E′′′(as) + 2a3Λ1E
′(as), (5.20)

E(ζ)=





ϕ(ζ) +
1

a

ζ∫

0

ψ(s) ds, 0 6 ζ 6 ℓ,

Y2(ζ)−G(2ℓ−ζ) +
(ζ−ℓ )/a∫

0

K2

(ζ−ℓ
a
, s
)
F2(s)ds,

ℓ 6 ζ 6 2ℓ,

(5.21)

здесь

F2(s) = −2a3G′′′(ℓ− as)− 2a3Λ2G
′(ℓ− as). (5.22)

Аналогичная теорема доказана в [74] при граничных
условиях:

uxxx(t, 0)−
β1
α1
uxx(t, 0) + Λ1ux(t, 0)−

λ21β1
a2α1

u(t, 0) = ν1(t),

uxxx(t, ℓ) +
β2
α2
uxx(t, ℓ) + Λ2ux(t, ℓ) +

λ22β2
a2α2

u(t, ℓ) = ν2(t),

2Здесь QT = { (x, t) : 0 < x < ℓ, 0 < t < T }.



228 Гл. 7. Системы с разными параметрами

полагая в этом доказательстве ν1(t) = ν2(t) ≡ 0, получим
доказательство теоремы 5.1.

5.2. Решение задачи граничной наблюдаемости.
Будем искать начальные функции ϕ(x) и ψ(x), используя
вид (5.18) решения краевой задачи u = u(t, x) и резуль-
тат наблюдения (5.6) за колебаниями системы. Получаем
следующие уравнения:

E(at) +G(−at) = 2w1(t), (5.23)

E(ℓ+ at) +G(ℓ− at) = 2w2(t) (5.24)

при 0 6 t 6 ℓ/a. В уравнение (5.23) подставим второе выра-
жение из (5.19) для G(−at) и в уравнение (5.24) подставим
второе выражение из (5.21) для E(ℓ+at). В результате на-
ходим:

Y1(at) +

t∫

0

K1(t, s)F1(s) ds = 2w1(t), (5.25)

Y2(ℓ+ at) +

t∫

0

K2(t, s)F2(s) ds = 2w2(t). (5.26)

Поскольку функции Y1 и Y2 вида (5.11) и (5.12) соответ-
ственно удовлетворяют уравнениям (5.9), а

Mi




t∫

0

Ki(t, s)Fi(s) ds


 = Fi(t), i = 1, 2,

то, применяя операторы M1 и M2 к уравнениям (5.25) и
(5.26), получаем следующие равенства:

Fi(t) = 2Mi [wi(t)] , i = 1, 2. (5.27)

Подставим в уравнения (5.27) значения функций F1 и F2 из
формул (5.20) и (5.22) соответственно, затем воспользуемся
тем, что функции E и G определяются по формулам (5.19)
и (5.21) при 0 6 x 6 ℓ. В итоге получаем:

ϕ′′′(at) +
ψ ′′(at)

a
+ Λ1

[
ϕ′(at) +

ψ(at)

a

]
=

1

a3
M1[w1(t)],
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ϕ′′′(ℓ− at) +
ψ ′′(ℓ− at)

a
+ Λ2

[
ϕ′(ℓ− at) +

ψ(ℓ− at)

a

]
=

= − 1

a3
M2[w2(t)].

Теперь в этих соотношениях положим x = at и x = ℓ− at,
окончательно находим следующие уравнения:

J ′′
1 (x) + Λ1J1(x) = g1(x), (5.28)

J ′′
2 (x) + Λ2J2(x) = g2(x). (5.29)

Здесь введены обозначения:

J1(x)=ϕ
′(x) +

ψ(x)

a
, g1(x) =

1

a3
M1 [w1(t)]

∣∣∣
t=x

a

;

J2(x)=ϕ
′(x)− ψ(x)

a
, g2(x) = − 1

a3
M2 [w2(t)]

∣∣∣
t= ℓ−x

a

.

(5.30)

Замечание 5.1. Очевидно, что при T < ℓ/a невозмож-
но восстановить начальные данные ϕ(x) и ψ(x), поскольку
для уравнений (5.28) переменная x принадлежит сегменту
[0, aT ] и для уравнения (5.29) переменная x принадлежит
сегменту [ℓ − aT, ℓ]. Поэтому восстановить функции ϕ(x)
и ψ(x) для любого x из всего сегмента [0, ℓ] невозможно,
если aT < ℓ.

Поскольку функции ϕ(x) и ψ(x) неизвестны, то в урав-
нениях (5.28) и (5.29) Ji(x) можно рассматривать как неиз-
вестные, подлежащие определению функции переменной x.
Для того чтобы выписать решения этих уравнений, введем
следующие функции: пусть u1i = u1i (x) и u2i = u2i (x) — ли-
нейно независимые решения однородных уравнений:

J ′′
i (x) + ΛiJi(x) = 0, i = 1, 2, (5.31)

обладающие свойствами для i = 1, 2,

u1i (0) = 1, (u1i )
′(0) = 0, u2i (0) = 0, (u2i )

′(0) = 1, (5.32)

и

ki(x, s) =

∣∣∣∣
u1i (s) u2i (s)
u1i (x) u2i (x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
u1i (s) u2i (s)

(u1i )
′(s) (u2i )

′(s)

∣∣∣∣
, i = 1, 2. (5.33)



230 Гл. 7. Системы с разными параметрами

Очевидно, что введенные функции (5.33) обладают свой-
ствами

ki(x, x) = 0,
∂

∂x
ki(x, s)

∣∣∣
s=x

= 1, i = 1, 2.

Теперь можно выписать решения уравнений (5.28), (5.29)
в следующем виде:

J1(x) = C1
1u

1
1 + C2

1u
2
1 +G1(x), (5.34)

J2(x) = C1
2u

1
2 + C2

2u
2
2 +G2(x), (5.35)

где

Gi(x) =

x∫

0

ki(x, s)gi(s) ds, i = 1, 2. (5.36)

Из выражений (5.30), (5.34), (5.35) находим функции ψ и
ϕ:

2ϕ(x) =

x∫

0

{
C1
1u

1
1(τ) +C2

1u
2
1(τ) +C1

2u
1
2(τ) +C2

2u
2
2(τ)

}
dτ+

+

x∫

0

{
G1(τ) +G2(τ)

}
dτ + C, (5.37)

2

a
ψ(x) =

[
C1
1u

1
1(x) + C2

1u
2
1(x)

]
−

−
[
C1
2u

1
2(x) + C2

2u
2
2(x)

]
+ [G1(x)−G2(x)]. (5.38)

Для этих функций справедливы равенства (5.16), (5.17)
и следующие равенства согласования начальных функций
(1.2) и функций наблюдения (5.6) в угловых точках (0, 0)
и (0, l) прямоугольника QT :

ϕ(0)=w1(0), ϕ(ℓ)=w2(0), ψ(0)= ẇ1(0), ψ(ℓ)= ẇ2(0). (5.39)

Таким образом, находим C = 2w1(0), а чтобы найти

константы Cj
i , i, j = 1, 2, необходимо найти решение пе-

реопределенной системы уравнений (5.16), (5.17) и (5.39),
которую представим, используя свойства (5.32) функций
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uji для i, j = 1, 2 в следующем виде:

H1=C
1
1−C1

2 , H2=C
1
1A11+C

2
1A12−C1

2A21−C2
2A22,

H3=C
1
1B11+C

2
1B12+C

1
2B21+C

2
2B22,

α1H4=−C2
1β1+C

1
2α1Λ−C2

2β1,

α2H5=C
1
1(β2D11−α2ΛA11)+C

2
1 (β2D12−α2ΛA12)+

+C1
2β2D21+C

2
2β2D22,

(5.40)

где введены обозначения для i, j = 1, 2:

Aij = uji (l), Bij =

ℓ∫

0

uji (τ)dτ,

Dij = (uji )
′(ℓ), Λ = Λ2 − Λ1,

H1 =
2

a
ẇ1(0), H2 =

2

a
ẇ2(0)− [G1(ℓ)−G2(ℓ)],

H3 = 2 [w2(0)− w1(0)] −
ℓ∫

0

[G1(τ) +G2(τ)] dτ,

H4 = 2
λ21
a2

β1
α1

w1(0)− [g1(0) + g2(0)],

H5 = −2
λ22
a2

β2
α2

w2(0) − [g1(ℓ) + g2(ℓ)]−

− ΛG1(ℓ)− [G′
1(ℓ) +G′

2(ℓ)].

(5.41)

Система (5.40) имеет единственное решение, если функ-
ции w1 и w2 удовлетворяют дополнительному условию, ко-
торое имеет следующий вид:

H1γ1 +H2γ2 +H3γ3 +H4γ4 +H5γ5 = 0, (5.42)

где

γ1 = α1α2Λ
2A22(A11B12 −A12B11)+

+ β1β2
[
(A11B21 +A21B11)(D12 −D22)+

+(A11D21+A21D11)(B22−B12)+(B11D21−B21D11)(A12+A22)
]
+



232 Гл. 7. Системы с разными параметрами

+α1β2Λ
[
D22(A12B11−A11B12)−D11(A22B12+A12B22)+

+D12(A11B22 +A22B11)
]
+ α2β1Λ

[
A21(A11B12 −A12B11)+

+A11(A22B21 −A21B22)
]
,

γ2 = α1α2Λ
2A12B22 + β1β2

[
(B11 +B12)(D22 −D12)+

+ (B12 −B22)(D21 +D11)
]
+ α1β2Λ

[
D22B12 −D12B22

]
+

+ α2β1Λ
[
A11(B22 −B12) +A12(B11 +B21)

]
,

γ3 = α1α2Λ
2A12A22 − α1β2Λ(A22D12 +A12D22)+

+ β1β2
[
(D22 −D12)(A21 −A11)− (D21 +D11)(A12 +A22)

]
,

γ4 = α1β2
[
(D22B12 −D12B22)(A21 −A11)+

(A22D12+A12D22)(B11+B21)−(A22B12+A12B22)(D21+D11)
]

+α1α2Λ
[
A22(A11B12 −A12B11) +A12(A21B22 −A22B21)

]
,

γ5 = α2β1
[
(A11−A21)(B22−B12)+(A12+A22)(B21+B11)

]
+

+ α1α2Λ
[
A22B12 +A12B22

]
.

Полученный результат можно сформулировать в виде
следующей теоремы.

Теорема 5.2. Если либо Λ1 6= Λ2, либо β1 6= 0, либо
β2 6= 0, то задача граничного наблюдения решается для
минимального периода наблюдения T = ℓ/a. При этом
функции начального состояния системы ϕ и ψ из (5.13)
восстанавливаются с помощью функций наблюдения (5.6)
из C3[0, T ], удовлетворяющих условию (5.42), с помощью
формул (5.37) и (5.38) соответственно. При этом кон-

станты Cj
i , i, j = 1, 2, являются решением системы ли-

нейных уравнений (5.40), а константа C равна 2w1(0).

Условие (5.42) довольно громоздко, поэтому приведем
это условие для таких значений Λi, i = 1, 2, для которых
оно имеет более компактный вид.

1) Λ1 = Λ2 = 0, βi 6= 0, i = 1, 2. В этом случае
из (5.31)—(5.33) следует:

u1i (x) ≡ 1, u2i (x) = x, ki(x, s) = x− s, i = 1, 2. (5.43)
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При этом система (5.40) превращается в следующую систе-

му для нахождения констант Cj
i , i, j = 1, 2:

H1 = C1
1 − C1

2 ,

H2 = C1
1A11 + C2

1A12 − C1
2A21 − C2

2A22,

H3 = C1
1B11 + C2

1B12 + C1
2B21 + C2

2B22,

α1H4 = −C2
1β1 −C2

2β1,

α2H5=C
1
1β2D11+C

2
1β2D12+C

1
2β2D21+C

2
2β2D22.

(5.44)

Дополнительное условие на функции wi(t), i = 1, 2, с уче-
том обозначений (5.41), имеет вид

α1β2H4 + α2β1H5 = 0. (5.45)

Решение задачи граничного наблюдения в этом част-
ном случае дает следующая теорема.

Теорема 5.3. Если Λ1 = Λ2 = 0, а β1 6= 0 или β2 6= 0,
либо βi 6= 0 для i = 1, 2, то задача граничного наблюдения
решается при минимальном периоде наблюдения T = ℓ/a.
При этом функции начального состояния системы ϕ и ψ
из (5.13) восстанавливаются с помощью функций наблю-

дения (5.6) из C3[0, T ], удовлетворяющих условию (5.45),
с помощью формул (5.37) и (5.38) соответственно. При

этом константы Cj
i , i, j = 1, 2, являются решением си-

стемы линейных уравнений (5.44), а константа C равна
2w1(0).

2) Λ1 = Λ2 = k2, βi 6= 0, i = 1, 2. Для этого случая

u1i =cos kx, u2i =
sin kx

k
, ki(x, s)=

sin k(x−s)
k

. (5.46)

Дополнительное условие на функции wi, i = 1, 2, имеет вид

β1β2k
2H3 + α1β2H4 + α2β1H5 = 0. (5.47)

3) Λ1 = Λ2 = −k2, βi 6= 0, i = 1, 2. В этом случае

u1i (x) = ch kx, u2i (x) =
sh kx

k
, ki(x, s) =

sh k(x− s)

k
.
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Функции wi, i = 1, 2, с учетом обозначений (5.41), должны
удовлетворять следующему условию:

β1β2k
2H3 − α1β2H4 − α2β1H5 = 0. (5.48)

Решения задач граничного наблюдения в случаях 2) и
3) формулируются аналогично теореме 5.3. При этом на
функции наблюдения wi, i = 1, 2, накладываются допол-
нительные условия (5.47) и (5.48) соответственно.

Замечание 5.2. Задача граничного наблюдения не име-
ет решения, если β1 = β2 = 0 и Λ1 = Λ2, в этом случае
четвертое и пятое уравнения системы (5.40) превращаются
в следующие условия на функции w1 и w2: H4 = H5 = 0,

и для нахождения четырех неизвестных констант Cj
i для

i, j = 1, 2 остаются три уравнения. Таким образом, невоз-
можно восстановить функции ϕ и ψ.

Приведем примеры восстановления начальных данных
(1.2) по функциям наблюдений (5.6).

Пример 5.1. Для выбранных коэффициентов α1 = 1,
β1 = 1, α2 = 2, β2 = 1, b1 = 4, b2 = 2, λ1 = 2, λ2 = 1, a = 1,
ℓ = 1 выполняются равенства Λ1 = Λ2 = 0. Колебания
системы описываются следующей краевой задачей:

utt(t, x) = uxx(t, x), (t, x) ∈ QT ,

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), 0 6 x 6 1,

uxxx(t, 0)− uxx(t, 0)− u(t, 0) = 0, 0 6 t 6 T,

ux(0, 0)− u(0, 0) = z01 , uxt(0, 0)− ut(0, 0) = z11 ,

2uxxx(t, 1) + uxx(t, 1) + u(t, 1) = 0, 0 6 t 6 T,

2ux(0, 1) + u(0, 1) = z02 , 2uxt(0, 1) + ut(0, 1) = z12 .

Здесь функции ϕ и ψ неизвестны и их требуется найти
по результатам наблюдения. Предположим, что в течение
времени T = 1 наблюдаем по границам x = 0 и x = 1
за колебаниями системы и получаем следующие функции
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наблюдения (5.6):

w1(t) = −1 809

2
exp

(
t

2

)
cos

(√
7 t

2

)
−

− 3 099
√
7

14
exp

(
t

2

)
sin

(√
7 t

2

)
+

+
399

2
exp(−2 t)+84 t5−210 t4−240 t3−690 t2+1626 t+705,

w2(t)=−298 572 cos

(√
7 t

4

)
exp

(
t

4

)
−

− 181 572
√
7

7
sin

(√
7 t

4

)
exp

(
t

4

)
+

+ 32652 exp(−t) + 265 920 + 152 688 t − 60 960 t2−
− 12 000 t3 − 1 680 t4 + 672 t5.

Находим дифференциальные операторы M1 и M2 для
заданных параметров, эти операторы действуют на функ-
цию y(t) следующим образом:

M1y(t) =
...
y (t) + ÿ(t) + 2y(t),

M2y(t) =
...
y (t) +

1

2
ÿ(t) +

1

2
y(t).

Функции uji = uji (x) и ki = ki(x, s), i, j = 1, 2, для полу-
ченных постоянных Λi = 0, i = 1, 2, указаны в (5.43). Для
функций наблюдения wi, i = 1, 2, находим функции gi и
Gi, i = 1, 2, которые определены в (5.30) и (5.36) соответ-
ственно,

g1(x) = g2(x) = 24x− 240x2 + 720x3 − 840x4 + 336x5,

G1(x) = G2(x) = −48x7 + (336x + 840)
x6

6
−

−(840x+720)
x5

5
+(720x+240)

x4

4
+(−240x−24)

x3

3
+12x3.
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Все константы Hi для i = 1, . . . , 5, определенные в (5.41),
равны нулю, поэтому полученные функции наблюдения wi,
i = 1, 2, удовлетворяют условию (5.45) и система (5.44) име-

ет лишь нулевое решение Cj
i =0, i, j = 1, 2, и C=2w1(0)=0.

Таким образом, из (5.37) и (5.38) находим функции ϕ и ψ
соответственно:

ϕ(x) =
1

2

x∫

0

[G1(τ) +G2(τ)] dτ, ψ(x) =
1

2
[G1(x)−G2(x)].

Учитывая вид функций Gi, i = 1, 2, получаем

ϕ(x) = x4(1− x)4, ψ(x) = 0.

Пример 5.2. Для констант α1 = 1, β1 = 1, α2 = 2,
β2 = 1, b1 = 0, b2 = 20, λ1 = 3, λ2 =

√
19, ℓ = 1, a = 1

выполняется Λ1 = Λ2 = 9. Краевая задача, описывающая
колебания системы, имеет следующий вид:

utt(t, x) = a2uxx(t, x), (t, x) ∈ QT ,

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), 0 6 x 6 1,

uxxx(t, 0)− uxx(t, 0) + 9ux(t, 0)− 9u(t, 0) = 0,

ux(0, 0)− u(0, 0) = z01 , uxt(0, 0)− ut(0, 0) = z11 ,

2uxxx(t, 1) + uxx(t, 1) + 18ux(t, 1) + 19u(t, 1) = 0,

2ux(0, 1) + u(0, 1) = z02 , 2uxt(0, 1) + ut(0, 1) = z12 .

Здесь функции ϕ и ψ неизвестны, но, наблюдая в течение
периода T = 1 на границах x = 0 и x = 1 за колебаниями
системы, имеем следующие функции наблюдения (5.6):

w1(t) =
6 566

15
sin(3t)− 6 566

5
cos(3t) +

8 442

5
exp(−t)−

− 1 876

5
exp(−6t),

w2(t) = −12 998

11
exp(−6− t)+

+
167 902

187
cos

(√
151 t

4

)
exp

(
−6 +

t

4

)
−
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− 922 054
√
151

28 237
sin

(√
151 t

4

)
exp

(
−6 +

t

4

)
+

+
4824

17
exp(−6 + 6t).

Дифференциальные операторы M1 и M2 для выбранных
параметров имеют следующий вид:

M1y(t) =
...
y (t) + ÿ(t) + 9ẏ(t) + 9y(t),

M2y(y) =
...
y (t) +

1

2
ÿ(t) + 9ẏ(t) +

19

2
y(t).

Функции uji = uji (x) и ki = ki(x, s), i, j = 1, 2 для Λi = 9,
i = 1, 2, определены в (5.46).

Для полученных функций наблюдения wi(t), i = 1, 2,
найдем функции gi и Gi, i = 1, 2, которые определены в
(5.30) и (5.36) соответственно:

g1(x) = −g2(x) = 84 420 exp(−6x),

G1(x) = −G2(x) = −1 876 cos(3x) + 3 752 sin(3x)+

+ 1876 exp(−6x).

Константы Hi из (5.41) равны:

H1 = 3752, H2 = 3752 cos(3)−7 504 sin(3), H3=H4=H5=0,

поэтому функции wi, i=1, 2, удовлетворяют условию (5.47).
Система (5.40) имеет решение: C2

2 = −C2
1 = 11256,

C1
2 = −C1

1 = −1876 и, кроме того, C = 2w1(0) = 0. Подстав-
ляя полученные константы и найденные функции gi и Gi,
i = 1, 2, в (5.37) и (5.38) находим соответственно функции
ϕ и ψ:

ϕ(x) = 0, ψ(x) = 1876 exp(−6x).

5.3. Решение краевых задач при граничных ус-
ловиях разных родов. Придавая разные значения коэф-
фициентам αi и βi, i = 1, 2, в условиях (5.1)–(5.3), получим
краевые условия первого рода, второго рода или граничные
условия смешанных типов.

1. Кр а е вы е у с л о в и я п е р в о г о р о д а. В краевых
условиях (5.1) положим α1 = α2 = 0 и −β1 = β2 = 1. Тогда
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на границах x = 0 и x = ℓ прямоугольника QT получаем
краевые условия первого рода:

u(t, 0) = z1(t), u(t, ℓ) = z2(t), 0 6 t 6 T. (5.49)

Если из условий (5.49), (5.1)–(5.3) исключить функции z1
и z2, то найдем следующие краевые условия:

utt(t, 0)− b1ux(t, 0) + λ21u(t, 0) = 0,

u(0, 0) = z01 , ut(0, 0) = z11 ,
(5.50)

utt(t, l)− b2ux(t, l) + λ22u(t, l) = 0,

u(0, l) = z02 , ut(0, l) = z12 .
(5.51)

Дифференциальные операторы M1 и M2 действуют на
функцию y следующим образом:

M1y(t) = ÿ(t) +
b1
a
ẏ(t) + λ21y(t), (5.52)

M2y(t) = ÿ(t)− b2
a
ẏ(t) + λ22y(t). (5.53)

Функции y1i (t), y
2
i (t), i = 1, 2, — фундаментальные решения

уравнений (5.9), для которых вронскиан Wi в точке нуль
равен единице, т. е.

y1i (0) = 1, y2i (0) = 0, ẏ1i (0) = 0, ẏ2i (0) = 1. (5.54)

Определим функции Y1(ζ) и Y2(ζ):

Y1(ζ) = 2ϕ(0) y11

(
ζ

a

)
+ 2ψ(0) y21

(
ζ

a

)
, (5.55)

Y2(ζ) = 2ϕ(ℓ) y12

(
ζ − ℓ

a

)
+ 2ψ(ℓ) y22

(
ζ − ℓ

a

)
. (5.56)

Следующий результат является следствием теоремы 5.1.

Следствие 5.1. Пусть выполнены условия:

ϕ(x) ∈ C2[0, ℓ], ψ(x) ∈ C1[0, ℓ], (5.57)

ϕ(0) = z01 , ψ(0) = z11 , (5.58)

ϕ(ℓ) = z02 , ψ(ℓ) = z12 . (5.59)

a2ϕ′′(0)− b1ϕ
′(0) + λ21ϕ(0) = 0, (5.60)

a2ϕ′′(ℓ)− b2ϕ
′(ℓ) + λ22ϕ(ℓ) = 0. (5.61)
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Тогда единственное решение u = u(t, x) ∈ C2(QT ) краевой
задачи (1.1), (1.2), (5.50), (5.51) представимо в виде (5.18)
при 0 6 t 6 ℓ/a, где G имеет вид (5.19) для

F1(s) = 2b1E
′(as) (5.62)

и E имеет вид (5.21) для

F2(s) = 2b2G
′(ℓ− as). (5.63)

2. Кр а е вы е у с л о в и я в т о р о г о р о д а. Если в
условиях (5.1) положить α1 = α2 = 1 и β1 = β2 = 0, то
получаем вторую краевую задачу:

ux(t, 0) = z1(t), ux(t, ℓ) = z2(t), 0 6 t 6 T. (5.64)

Исключая из условий (5.64), (5.1)–(5.3) функции z1 и z2,
находим краевые условия:

uxtt(t, 0) + (λ21 − b1)ux(t, 0) = 0,

ux(0, 0) = z01 , uxt(0, 0) = z11 ,
(5.65)

uxtt(t, ℓ) + (λ22 − b2)ux(t, ℓ) = 0,

ux(0, ℓ) = z02 , uxt(0, ℓ) = z12 .
(5.66)

В этом случае для функций ϕ, ψ должны выполняться
условия согласования:

ϕ′(0) = z01 , ψ′(0) = z11 , (5.67)

ϕ′(ℓ) = z02 , ψ′(ℓ) = z12 , (5.68)

a2ϕ′′′(0) + (λ21 − b1)ϕ
′(0) = 0, (5.69)

a2ϕ′′′(ℓ) + (λ22 − b2)ϕ
′(ℓ) = 0. (5.70)

Дифференциальные операторы M1 и M2 определяются
следующим образом:

M1y(t) =
...
y (t) + (λ21 − b1) ẏ(t), (5.71)

M2y(t) =
...
y (t) + (λ22 − b2) ẏ(t). (5.72)

Для этих операторов функции Y1 и Y2 имеют вид (5.11) и
(5.12) соответственно. Решение второй краевой задачи дает
следующее утверждение.



240 Гл. 7. Системы с разными параметрами

Следствие 5.2. Пусть для функций ϕ и ψ, опреде-
ляющих начальное состояние системы, выполнены усло-
вия (5.13), (5.67)–(5.70). Тогда единственное решение u из

C3(QT ) краевой задачи (1.1), (1.2), (5.65), (5.66) предста-
вимо в виде (5.18) при 0 6 t 6 ℓ/a, где G имеет вид (5.19)
для

F1(s) = 2a3E′′′(as) + 2a(λ21 − b1)E
′(as)

и E имеет вид (5.21) для

F2(s) = −2a3G′′′(ℓ− as)− 2a(λ22 − b2)G
′(ℓ− as).

3. См еш анные г р а н ичны е у с л о в и я. Если в
краевых условиях (5.1) положить α1 = 0 и −β1 = 1, то на
границе x = 0 прямоугольника QT будет задано краевое
условие первого рода, а на границе x = ℓ — по-прежнему
условие третьего рода:

u(t, 0) = z1(t), α2ux(t, ℓ)+β2u(t, ℓ) = z2(t), 0 6 t 6 T.
(5.73)

При α2 = 0 и β2 = 1 в краевых условиях (5.1) на границе
x = ℓ прямоугольника QT будет краевое условие первого
рода, а на границе x = 0 — краевое условие третьего рода:

α1ux(t, 0)− β1u(t, 0) = z1(t), u(t, ℓ) = z2(t). (5.74)

Такие краевые задачи будем назвать краевой задачей (1;3)
и краевой задачей (3;1) соответственно.

Если из условий (5.73), (5.1)–(5.3) исключить функции
z1 и z2, то получаем краевые условия (5.50) и (5.5). Ана-
логично, исключая из (5.74), (5.1)–(5.3) функции z1 и z2,
получим краевые условия (5.4) и (5.51).

Для краевой задачи (1,3) в качестве оператора M1 возь-
мем оператор (5.52), а в качестве оператора M2 — оператор
(5.8).

Функции yi1 = yi1(t), i = 1, 2 — фундаментальные реше-
ния уравнения M1y(t) = 0 — обладают свойствами (5.54),
а функции yi2 = yi2(t), i = 1, 2, 3, — фундаментальные ре-
шения уравнения M2y(t) = 0 — обладают свойством (5.10).
Функции Y1 и Y2 имеют вид (5.55) и (5.12) соответственно.

Следствие 5.3. Предположим, что выполнены усло-
вия (5.13), (5.15), (5.17), (5.58) и (5.60). Тогда единственное

решение u = u(t, x) ∈ C3(QT ) краевой задачи (1.1), (1.2),
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(5.5), (5.50) при 0 6 t 6 ℓ/a представимо в виде (5.18), где
G имеет вид (5.19) для F1 вида (5.62) и E имеет вид (5.21)
для F2 вида (5.22).

Для краевой задачи (3,1) в качестве оператора M1 возь-
мем оператор (5.7), а в качестве оператора M2 — оператор
(5.53).

Функции yi1 = yi1(t), i = 1, 2, 3 — фундаментальные ре-
шения дифференциального уравнения M1y(t) = 0 — обла-
дают свойствами (5.10), а функции yi2 = yi2(t), i = 1, 2, —
фундаментальные решения уравнения M2y(t) = 0 — обла-
дают свойством (5.54). Функции Y1 и Y2 имеют вид (3.19)
и (5.56) соответственно.

Следствие 5.4. Предположим, что выполнены усло-
вия (5.13), (5.14), (5.16), (5.59) и (5.61). Тогда единственное

решение u = u(t, x) ∈ C3(QT ) краевой задачи (1.1), (1.2),
(5.5), (5.51) представимо в виде (5.18) при 0 6 t 6 ℓ/a, где
G имеет вид (5.19) для F1 вида (5.20) и E имеет вид (5.21)
для F2 вида (5.63).

Задача (1;3) превращается в задачу (1;2), если в усло-
вии (5.73) выполняется α2 = 1, β2 = 0:

u(t, 0) = z1(t), ux(t, ℓ) = z2(t), 0 6 t 6 T.

Если в условиях (5.74) имеет место α1 = 1, β1 = 0, то
задача (3;1) превращается в задачу (2;1):

ux(t, 0) = z1(t), u(t, ℓ) = z2(t), 0 6 t 6 T.

Для того чтобы получить решения задач (1;2) и (2;1), надо
в следствии 5.3 положить α2 = 1 и β2 = 0, а в следствии 5.4
определить α1 = 1 и β1 = 0 соответственно. Эти коэффици-
енты используются при определении дифференциальных
операторов M2 и M1 и функций F1 и F2.

При α1 = 1 и β1 = 0 из условий (5.3) получаем краевую
задачу (2;3):

ux(t, 0) = z1(t), α2ux(t, l)+β2u(t, l) = z2(t), 0 6 t 6 T,

если α2 = 1 и β2 = 0, то из условий (5.3) получаем краевую
задачу (3;2):

α1ux(t, 0)−β1u(t, 0) = z1(t), ux(t, l) = z2(t), 0 6 t 6 T.
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Решения полученных краевых задач дает теорема 5.1, в
формулировке этой теоремы используются операторы M1,
M2, функции F1 и F2, при определении которых для кра-
евых задач (2;3) и (3;2) надо учитывать специальный вид
коэффициентов αi, βi, i = 1, 2.

5.4. Решение задач наблюдения при граничных
условиях разных родов. Приведем результаты по на-
блюдаемости упругих колебаний для граничных условий
смешанных типов.

1. Кр а е вы е у с л о в и я п е р в о г о р о д а. Решая
задачу наблюдения по функциям (5.6), также приходим
к уравнениям (5.27). Для функций F1 и F2 вида (5.62) и
(5.63) соответственно получаем следующую систему урав-
нений для 0 6 x 6 ℓ:

ϕ′(x) +
ψ(x)

a
= h1(x), (5.75)

ϕ′(x)− ψ(x)

a
= h2(x), (5.76)

где

h1(x)=
1

b1
M1[w1(t)]

∣∣∣
t=x

a

, h2(x)=
1

b2
M2[w2(t)]

∣∣∣
t= ℓ−x

a

, (5.77)

а операторы M1 и M2 имеют вид (5.52) и (5.53) соответ-
ственно.

Из системы (5.75)–(5.76) находим функции ϕ и ψ:

ϕ(x) = w1(0) +
1

2

x∫

0

[h1(τ) + h2(τ)] dτ, (5.78)

ψ(x) =
a

2
[h1(x)− h2(x)], (5.79)

в выражении (5.78) использовали w1(0) = u(0, 0) = ϕ(0).
Согласование начальных условий (1.2) и функций на-

блюдения (5.6) при x = 0, x = ℓ и t = 0 дают следующие
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условия на функции w1 и w2:

[w2(0) − w1(0)] =
1

2

l∫

0

[h1(τ) + h2(τ)] dτ, (5.80)

ẇ1(0) =
a

2
[h1(0) − h2(0)], (5.81)

ẇ2(0) =
a

2
[h1(l)− h2(l)], (5.82)

здесь функции h1 и h2 имеют вид (5.77). Из условий (5.60)
и (5.61) получаем следующие условия на функции w1 и w2:

a2[h′1(0) + h′2(0)] − b1[h1(0) + h2(0)] + 2λ21w1(0) = 0, (5.83)

a2[h′1(ℓ) + h′2(ℓ)]− b2[h1(ℓ) + h2(ℓ)] + 2λ22w2(0) = 0. (5.84)

Замечание 5.3. Условиям (5.80)–(5.84) удовлетворя-
ют, например, функции wi(t) ∈ C3[0, T ], i = 1, 2, обладаю-
щие следующими свойствами для i = 1, 2, n = 1, 2, 3:

wi(0) = wi(ℓ/a) = 0, w
(n)
i (0) = w

(n)
i (ℓ/a) = 0, (5.85)

ℓ/a∫

0

[w1(t) + w2(t)] dt = 0.

Решение задачи наблюдения для краевых условий пер-
вого рода дает теорема.

Теорема 5.4. Задача граничного наблюдения для крае-
вых условий первого рода (5.49) решается при минималь-
ном периоде наблюдения T = ℓ/a. При этом функции на-
чального состояния системы ϕ и ψ из (5.57) восстанав-
ливаются с помощью функций наблюдения (5.6) wi класса

C3[0, T ], i = 1, 2, удовлетворяющих условиям (5.80)–(5.84),
с помощью формул (5.78) и (5.79) соответственно.

Замечание 5.4. Функции ϕ и ψ, принадлежащие клас-
сам C2[0, ℓ] и C1[0, ℓ] соответственно, восстанавливаются с
помощью функций наблюдения w1, i = 1, 2, принадлежа-
щих классу C3[0, T ], т. е. для восстановления начальных
данных от функций наблюдения требуется более высокая
гладкость, чем гладкость у восстанавливаемых функций.
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2. Кр а е вы е у с л о в и я в т о р о г о р о д а. В слу-
чае краевых условий второго рода функции ϕ и ψ нахо-
дятся с помощью формул (5.37) и (5.38), при этом диф-
ференциальные операторы M1 и M2 имеют вид (5.71) и
(5.72) соответственно. Таким образом, решение задачи на-
блюдения сводится к нахождению корней системы (5.40)
при β1 = β2 = 0 и α1 = α2 = 1, которая, как уже отмеча-
лось в замечании 5.2, имеет бесконечно много решений при
Λ1 = Λ2, т.е. восстановление начальных данных невозмож-
но.

Условие на функции w1 и w2, при котором система
(5.40) обладает единственным решением, имеет следующий
вид для Λ = Λ2 − Λ1 6= 0:

H1Λ [A11A22B12−A12A22B11]+H2ΛA12B22+H3ΛA12A22+

H4 [A11A22B12 +A12A21B22 −A12A22B11 −A12A22B21] +

+H5 [A12B22 +A22B12] = 0. (5.86)

Замечание 5.5. Условие (5.86) выполняется, если, на-
пример, все Hi, i = 1, 5, равны нулю. Это выполняется,
если функции wi удовлетворяют условиям (5.85) и

Gi(ℓ) = G′
i(ℓ) = 0, i = 1, 2,

ℓ∫

0

[G1(τ) +G2(τ)] dτ = 0.

Следующая теорема дает решение задачи наблюдения
при краевых условиях второго рода.

Теорема 5.5. Если Λ1 6= Λ2, то задача граничного
наблюдения для краевых условий второго рода (5.64) ре-
шается с минимальным периодом наблюдения T = ℓ/a.
При этом функции начального состояния системы ϕ и
ψ из (5.13) восстанавливаются с помощью функций на-

блюдения (5.6) wi(t) ∈ C3[0, T ], i = 1, 2, удовлетворяющих
условию (5.86), с помощью формул (5.37) и (5.38) соответ-

ственно. При этом константы Cj
i , i, j = 1, 2, являются

решением системы линейных уравнений (5.40), а констан-
та C равна 2w1(0).
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3. См еш анные г р а н ичны е у с л о в и я. Приведем
решение задачи граничного наблюдения для краевой зада-
чи (1;3), т. е. для краевых условий (5.73). В этом случае
получаем для нахождения функций ϕ и ψ систему уравне-
ний (5.75) и (5.35), здесь оператор M1 имеет вид (5.52), а
оператор M2 имеет вид (5.8). Таким образом,

ϕ(x) =C+
1

2

x∫

0

[
C1
2u

1
2(τ) + C2

2u
2
2(τ)

]
dτ+

+
1

2

x∫

0

[G2(τ) + h1(τ)] dτ, (5.87)

ψ(x) =
a

2

[
h1(x)−G2(x)− C1

2u
1
2(x)− C2

2u
2
2(x)

]
, (5.88)

функция G2 определена в (5.36), функция h1 — в (5.77), а
функции ui2 = ui2(x), i = 1, 2, — фундаментальные решения
уравнения (5.31) со свойствами (5.32). Константы C, Ci

2,
i = 1, 2, найдем из следующих условий:

ϕ(0) = w1(0), ψ(0) = ẇ1(0), ψ(ℓ) = ẇ2(0).

Следовательно,

C = w1(0), C1
2 = h1(0)−

2

a
ẇ1(0),

C2
2 =

1

A22

{
h1(ℓ)− h1(0)A21 −G2(ℓ)+

+
2

a
[ẇ1(0)A21 − ẇ2(0)]

}
,

(5.89)

здесь использованы обозначения из (5.41).
Найденная функция ϕ должна удовлетворять условиям

ϕ(ℓ) = w2(0), (5.60) и (5.17), поэтому функции наблюдения
w1 и w2 удовлетворяют следующим дополнительным усло-
виям:
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2[w2(0) − w1(0)] =

=C1
2B21 +C2

2B22 +

ℓ∫

0

[G2(τ) + h1(τ)] dτ,

a2
[
C2
2 + h′1(0)

]
− b1

[
C1
2 + h1(0)

]
+ 2λ21w1(0) = 0,

β2
α2

[
C1
2D21 + C2

2D22

]
+h′′1(ℓ)+

β2
α2
h′1(ℓ) + Λ2h1(ℓ)+

+ g2(ℓ) +
β2
α2

G′
2(ℓ) +

2λ22β2
a2α2

w2(0) = 0,

(5.90)

здесь использованы обозначения (5.41) и константы (5.89).
Решение задачи граничного наблюдения для краевых

условий (5.73) дает следующая теорема.

Теорема 5.6. Задача граничного наблюдения для крае-
вых условий (5.73) решается с минимальным периодом на-
блюдения T = ℓ/a. При этом функции начального состо-
яния системы ϕ и ψ из (5.13) восстанавливаются с по-

мощью функций наблюдения (5.6) w1(t) из C4[0, T ] и w2(t)
из C3[0, T ], удовлетворяющих условиям (5.90), с помощью
формул (5.87) и (5.88) соответственно. При этом кон-

станты C и Ci
2, i = 1, 2, определяются в (5.89).

Замечание 5.6. Условия (5.90) выполняются, если для
функций w1 и w2 справедливо следующее:

w1(0) = w1(ℓ/a) = 0, w
(n)
1 (0) = w

(n)
1 (ℓ/a) = 0, n = 1, 2, 3,

w
(4)
1 (ℓ/a) = 0,

ℓ/a∫

0

w1(τ) dτ = 0,

w2(0) = 0, w
(n)
2 (0) = 0, n = 1, 2, 3,

G2(ℓ) = G′
2(ℓ) = 0,

ℓ∫

0

G2(τ) dτ = 0.
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6. Управляемость колебаниями сети
с распределенными и сосредоточенными

параметрами

Будем рассматривать колебания многозвенного объек-
та — сети, составленной из m струн, длина каждой струны
равна ℓ. Все объекты связаны в одной точке, к которой при-
соединен объект с сосредоточенными параметрами, другие
концы струн жестко закреплены. Такую сеть будем назы-
вать сетью с граничным воздействием через объект с со-
средоточенными параметрами.

6.1. Постановка задач. Колебания сети с граничным
воздействием через объект с сосредоточенными параметра-
ми описываются волновыми уравнениями:

uitt(x, t) = a2iu
i
xx(x, t), (x, t) ∈ Q, i = 1, . . . ,m, (6.1)

Функции ui(x, t), i = 1, . . . ,m, удовлетворяют начальным
условиям:

ui(x, 0) = ϕi(x), uit(x, 0) = ψi(x), 0 6 x 6 ℓ, (6.2)

и граничным условиям при t > 0:

ui(ℓ, t) = 0, i = 1, . . . ,m, (6.3)

u1(0, t) = u2(0, t) = . . . = um(0, t), (6.4)
m∑

i=1

kiu
i
x(0, t) = y(t), (6.5)

ÿ(t)+c2y(t)=µ(t)+
m∑

i=1

biu
i(0, t), y(0)=y0, ẏ(0)=y1. (6.6)

Из условия (6.6) следует, что

y(t)=y0 cos ct+
y1

c
sin ct+

+
1

c

t∫

0

sin c(t− τ)
[
µ(τ) + βu1(0, τ)

]
dτ. (6.7)
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Здесь учтено условие (6.4), согласно которому

m∑

k=1

biu
i(0, t) =

m∑

k=1

biu
1(0, t) = βu1(0, t), β =

m∑

k=1

bi.

Согласование начальных и граничных условий дают
следующие равенства для функций ϕi и ψi, i = 1, . . . ,m:

ϕi(ℓ) = 0, ψi(ℓ) = 0 i = 1, . . . ,m,

ϕ1(0) = . . . = ϕm(0), ψ1(0) = . . . = ψm(0),
m∑

i=1

kiϕ
′
i(0) = y0,

m∑

i=1

kiψ
′
i(0) = y1.

(6.8)

Сформулируем задачу гашения колебаний сети с гра-
ничным воздействием через объект с сосредоточенными
параметрами.

З а д а ч а у пр а в л я ем о с т и. Найти момент време-
ни T и функцию µ такие, что решения ui = ui(x, t) крае-
вой задачи (6.1)–(6.6) с начальными значениями (6.2) в мо-
мент времени T принимают нулевые значения:

ui(x, T ) = 0, uit(x, T ) = 0, 0 6 x 6 ℓ, (6.9)

для i = 1, . . . ,m.

6.2. Решение краевой задачи. Решения ui краевой
задачи будем искать в виде

ui(x, t) = Ei(x+ ait) +Gi(x− ait), (x, t) ∈ Q. (6.10)

Начальные условия (6.2) для функций ui вида (6.10) дают
равенства

Ei(x)+Gi(x) = ϕi(x), ai[E
′
i(x)−G′

i(x)] = ψi(x), i = 1, . . . ,m,

и окончательно получаем

Ei(x) =
ϕi(x)

2
+
ψ̂i(x)

2ai
Gi(x) =

ϕi(x)

2
− ψ̂i(x)

2ai
, (6.11)

i = 1, . . . ,m, при 0 6 x 6 ℓ. Здесь ŵi(x) =

x∫

0

ψi(s) ds.
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Из краевых условий (6.3) приходим к следующим ра-
венствам:

Ei(ℓ+ z) = −Gi(ℓ− z), z > 0, i = 1, . . . ,m. (6.12)

Граничные условия (6.4) и выражения (6.7) позволяют
определить значения функции Gi(−z) при z > 0. Посколь-
ку из (6.10) следует, что

ui(0, t) = Ei(ait)+Gi(−ait), uix(0, t) = E′
i(ait)+G

′
i(−ait).

Тогда соотношение (6.5) можно представить, используя вы-
ражение (6.7), в виде

F1(t) =
m∑

i=1

ki[E
′
i(ait) +G′

i(−ait)]−

− β

c

t∫

0

sin c(t− τ)[E1(a1τ) +G1(−a1τ)] dτ, (6.13)

где

F1(t) = y0 cos ct+
y1

c
sin ct+

1

c

t∫

0

sin c(t− τ)µ(τ) dτ. (6.14)

Введем функции wi, положив Gi(−ait) = wi(t). Отсюда

следует, что G′
i(−ait) = − ẇi(t)

ai
и соотношение (6.13) можно

представить следующим образом:

m∑

i=1

ki
ai
ẇi(t) +

β

c

t∫

0

sin c(t− τ)w1(τ) dτ = F2(t), (6.15)

где

F2(t) =
m∑

i=1

kiE
′
i(ait)−

− β

c

t∫

0

sin c(t− τ)E1(a1τ) dτ − F1(t). (6.16)

С другой стороны, в силу условия (6.5) выполняются ра-
венства

E1(a1t) + w1(t) = . . . = Em(amt) + wm(t).
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Отсюда следует:

wi(t) = w1(t) + E1(a1t)− Ei(ait),

ẇi(t) = ẇ1(t) + a1E
′
1(a1t)− aiE

′
i(ait),

для i = 2, . . . ,m. Поэтому соотношение (6.15) можно запи-
сать в виде

κẇ1(t)+
β

c

t∫

0

sin c(t−τ)w1(τ) dτ = F (t), κ =

m∑

i=1

ki
ai
, (6.17)

здесь

F (t) = F2(t)−
m∑

i=1

ki
ai

[a1E
′
1(a1t)− aiE

′
i(ait)]. (6.18)

Соотношение (6.17) можно рассматривать как уравне-
ние относительно w1(t). Это уравнение будем решать, ис-
пользуя операционное исчисление. Полагая:

w1(p) =

∞∫

0

e−ptw1(t) dt, F (p) =

∞∫

0

e−ptF (t) dt,

из (6.17) получаем

κ[pw1(p)− w1(0)] +
β

c

c

p2 + c2
w1(p) = F (p),

и, следовательно,

w1(p) =
p2 + c2

p3 + c2p+ β/κ

[
w1(0) +

F (p)

κ

]
. (6.19)

Рассмотрим уравнение p3 + c2p + β/κ = 0. Это урав-
нение может иметь либо три различных действительных
корня, либо один действительный корень и два комплекс-
но сопряженных корня, поскольку c2 > 0.

1. Случай различных действительных корней. Спра-
ведливо равенство

p3 + c2p+ β/κ = (p − α1)(p − α2)(p − α3),
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αi ∈ R, αi 6= αj . В этом случае дробь в выражении (6.19)
представим в виде

p2 + c2

p3 + c2p+ β/κ
=

A1

p− α1
+

A2

p− α2
+

A3

p− α3
,

константы Ai, i = 1, 2, 3, находятся однозначно. С по-
мощью обратного преобразования Лапласа из уравнения
(6.19) находим

w1(t) = w1(0)K(t) +
1

κ

t∫

0

K(t− τ)F (τ) dτ, (6.20)

где

K(t) = A1e
α1t +A2e

α2t +A3e
α3t. (6.21)

2. Случай одного действительного и двух комплексно
сопряженных корней. Имеет место равенство

p3 + c2p+ β/κ = (p− α1)((p − α)2 + β2),

α1, α, β ∈ R, α1 6= α, и дробь из выражения (6.19) есть
сумма простейших дробей

p2 + c2

p3 + c2p+ β/κ
=

A1

p− α1
+

A2(p− α)

(p− α)2 + β2
+

A3β

(p − α)2 + β2
.

Обратное преобразование Лапласа, примененное к уравне-
нию (6.19), позволяет найти функцию w1, которая имеет
вид (6.20) и

K(t) = A1e
α1t +A2e

αt cos βt+A3e
αt sin βt. (6.22)

Замечание 6.1. В силу введенных обозначений спра-
ведливо равенство

K(p) =
p2 + c2

p3 + c2p+ β/κ
, (6.23)

а функции K вида (6.21) и (6.22) обладают следующими
свойствами:

K(0) = 1, K ′(0) = 0. (6.24)
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Таким образом, из равенства (6.20) с учетом обозначе-
ний Gi(−ait) = wi(t) для i = 1, . . . ,m, находим для z > 0

G1(−z) =
ϕ1(0)

2
K(z/a1)+

1

κ

z/a1∫

0

K(z/a1−τ)F (τ) dτ. (6.25)

Функция K определяется однозначно в зависимости от то-
го, каковы корни уравнения p3+c2p+β/κ = 0, эта функция
имеет выражения, приведенные в (6.21) и (6.22). Осталь-
ные функции Gi(−z) для i = 2, . . . ,m определяются фор-
мулами

Gi(−z) = G1(−a1z/ai) + E1(a1z/ai)−Ei(z), (6.26)

для z > 0. Из (6.25) и (6.26) получаем для z > 0

Gi(−z) =
ϕ1(0)

2
K(z/ai)+

+
1

κ

z/ai∫

0

K(z/ai − τ)F (τ) dτ + Ei(z/ai), (6.27)

введено обозначение Ei(t) = E1(a1t)− Ei(ait), i = 1, . . . ,m.
Функции Ei(t) в силу равенств (6.8) и (6.11) обладают сле-
дующим свойством: Ei(0) = 0.

Если 0 6 z 6 ℓ, то функции Ei(z) и Gi(z) определяют-
ся с помощью выражений (6.11); при 0 6 z 6 ℓ функции
Ei(ℓ + z) определяются в (6.12), а Gi(ℓ − z) определены в
(6.11); для z > ℓ значения функций Ei(ℓ+ z) по-прежнему
находятся с помощью выражений (6.12), а значения функ-
ций Gi(ℓ− z), где ℓ− z 6 0, определены в (6.27).

Заметим, что функции Gi, i = 1, . . . ,m, определяемые
выражениями (6.11) и (6.27), в точке z = 0 являются непре-
рывно дифференцируемыми. Для доказательства этого
факта следует воспользоваться свойствами (6.24) функции
K. Аналогично, функции Ei, определяемые формулами
(6.11) и (6.12), также непрерывно дифференцируемы при
z = ℓ. Поэтому функции ui = ui(x, t), i = 1, . . . ,m, из (6.10)
являются непрерывно дифференцируемыми на ∂Qi.

Поскольку функции ui = ui(x, t), i = 1, . . . ,m, удовле-
творяют волновому уравнению (6.1), то функции ϕi и ψi,
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задающие начальные условия (6.2) и участвующие в опре-
делении функций Ei(z) и Gi(z) при 0 6 z 6 ℓ, удовлетворя-
ют следующим условиям: ϕi(x) ∈ C2[0, ℓ] и ψi(x) ∈ C1[0, ℓ].

Теорема 6.1. Предположим, что для функций ϕi из
C2[0, ℓ] и ψi из C1[0, ℓ] выполнены условия (6.8) при
i = 1, . . . ,m. Тогда каждая функция µ ∈ C[0, T ] однозначно

определяет единственные решения ui = ui(t, x) из C2(Q),
i = 1, . . . ,m, задачи (6.1)–(6.6), которые представимы в
виде (6.10). Здесь Ei и Gi для i = 1, . . . ,m заданы при
0 6 x 6 ℓ формулами (6.11); при z > 0 функции Ei(ℓ + z)
имеют вид (6.12), а функции Gi(−z) определяются фор-
мулами (6.27).

6.3. Решение задачи управляемости. Обозначим
ti = ℓ/ai для i = 1, . . . ,m. Гашение колебаний сети возмож-
но лишь при условии соизмеримости моментов времени ti,
i = 1, . . . ,m, т. е. при условии существования таких чисел
ni ∈ N, i = 1, . . . ,m, что a1/n1 = . . . = am/nm.

6.3.1. Случай a1 = a2/2 = a3/3 = . . . = am/3. Условия
успокоения колебаний (6.9) за период времени

T = 2t1 = 4t2 = 6t3 = . . . = 6tm

и решения (6.10) краевой задачи (6.1)–(6.6) приводят к сле-
дующей системе уравнений:

E1(x+ 2ℓ) = −A1, G1(x− 2ℓ) = A1, (6.28)

E2(x+ 4ℓ) = −A2, G2(x− 4ℓ) = A2, (6.29)

Ej(x+ 6ℓ) = −Aj , Gj(x− 6ℓ) = Aj , j = 3, . . . ,m, (6.30)

здесь Aj — некоторые постоянные.
Из (6.28) будем искать управляющую функцию µ, поз-

воляющую погасить колебания системы. Используя свой-
ства (6.12) и (6.25) функций E1(ℓ + z) и G1(−z) соответ-
ственно, из первого уравнения в (6.28) получаем равенство
G1(−x) = A1, а из второго уравнения в (6.28) находим
G1(−(2ℓ− x)) = A1. Из непрерывности функций G1 в нуле
выражения (6.11) и свойства (6.8) получаем A1 = ϕ1(0)/2.
Таким образом, для 0 6 t 6 2t1 справедливо равенство
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ϕ1(0)

2
=
ϕ1(0)

2
K(t) +

1

κ

t∫

0

K(t− τ)F (τ) dτ. (6.31)

Выразим из (6.31) функцию F , поскольку она содержит
управляющую функцию µ. Для этого опять воспользуемся
операционным исчислением, получаем

ϕ1(0)

2

1

p
=
ϕ1(0)

2
K(p) +

1

κ
K(p)F (p).

Далее используем выражение (6.23) для функции K(p), по-
сле упрощения выражения находим

F (p) =
ϕ1(0)

2

β

c2

(
1

p
− p

p2 + c2

)
.

Обратное преобразование Лапласа, примененное к полу-
ченному равенству, позволяет определить функцию F :

F (t) =
ϕ1(0)

2

β

c2
(1− cos ct). (6.32)

Для того чтобы найти функцию управления µ, преоб-
разуем выражение (6.32), для этого воспользуемся равен-
ствами (6.14), (6.16) и (6.18), приходим к уравнению

−1

c

t∫

0

sin c(t− τ)µ(τ) dτ = F (t), (6.33)

где

F (t) =

(
y0 − ϕ1(0)

2

β

c2

)
cos ct+

+
y1

c
sin ct +

β

c

t∫

0

sin c(t− τ)E1(a1τ) dτ+

+ a1κE
′
1(a1t)− 2

m∑

i=1

kiE
′
i(ait) +

ϕ1(0)

2

β

c2
. (6.34)

Из (6.33) и (6.34) следует, что µ(t) = −
[
F ′′(t) + c2F (t)

]
.

И искомую функцию µ(t) можно представить в виде
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µ(t) = κ1[a
3
1E

′′′
1 (a1t) + c2a1E

′
1(a1t)]− βE1(a1t)+

+ 2

m∑

i=2

ki
ai

[
a3iE

′′′
i (ait) + c2aiE

′
i(ait)

]
− β

ϕ1(0)

2
, (6.35)

где κ1 = k1/a1 − k2/a2 − . . .− km/am.
Система уравнений (6.29) дает дополнительные усло-

вия на функции ϕ2(x) и ψ2(x). Из равенств (6.12), (6.27) и
(6.31) получаем:

A2 = ϕ1(0)−G1 (ℓ− x/2) + E1 (x/2)− E2(x),

A2 = ϕ1(0)−G1 (x/2) + E1 (ℓ− x/2) +G2(x).
(6.36)

Из системы (6.36) находим, используя выражения (6.11)
для Ej(x) и Gj(x) при 0 6 x 6 ℓ:

ϕ2(x) = ϕ1 (x/2)− ϕ1 (ℓ− x/2) ,

ψ2(x) = ψ1 (x/2) − ψ1 (ℓ− x/2) .
(6.37)

С помощью выражений (6.30) получаем условия на функ-
ции ϕj и ψj при j = 3, . . . ,m, для 0 6 x 6 ℓ:

ϕ3(x) = ϕ1(x/3) − ϕ1([2ℓ− x]/3) + ϕ1([2ℓ+ x]/3),

ψ3(x) = ψ1(x/3) − ψ1([2ℓ − x]/3) + ψ1([2ℓ+ x]/3),

ϕ3(x) = . . . = ϕm(x), ψ3(x) = . . . = ψm(x).

(6.38)

Полученные условия (6.37) и (6.38) на функции ψj для
всех j = 2, . . . ,m позволяют доказать непрерывность µ,
определяемой выражением (6.35).

6.3.2. Случай a1=a2/n2 = . . . = am/nm для ni ∈ N и
n2 6 . . . 6 nm. Предполагается, что не все ni > 1 различ-
ны. Время T , за которое возможно гашение колебаний сети,
определяется следующим образом:

T = 2t1 = 2n2t2 = . . . = 2nmtm,

t1 > . . . > tm. Условия (6.9) имеют вид для j = 2, . . . ,m

E1(x+ 2ℓ) = −A1, G1(x− 2ℓ) = A1,

Ej(x+ 2njℓ) = −Aj, Gj(x− 2njℓ) = Aj.
(6.39)
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С помощью уравнений для E1 и G1 системы (6.39) нахо-
дим управляющую функцию µ = µ(t) для 0 6 t 6 T . Функ-
ция µ определяется равенством (6.35). Причем на каждом
отрезке [0, tm], [tm, 2tm], . . . , [(2nm − 1)tm, 2nmtm] функция
µ в равенстве (6.35) определяется через функции Ei(ℓ+ z)
и Gi(−z), z > 0, по свойствам (6.11), (6.12), (6.27) и (6.31).

Остальные уравнения системы (6.39) определяют усло-
вия на функции ϕj и ψj для 0 6 x 6 ℓ. Если nj = 2kj —
четное, то

ϕj(x) =

kj−1∑

i=0

ϕ1

( iℓ
kj

+
x

nj

)
−

kj∑

i=1

ϕ1

( iℓ
kj

− x

nj

)
,

ψj(x) =

kj−1∑

i=0

ψ1

( iℓ
kj

+
x

nj

)
−

kj∑

i=1

ψ1

( iℓ
kj

− x

nj

)
,

(6.40)

если nj = 2kj + 1 — нечетное, то

ϕj(x) =

kj∑

i=0

ϕ1

(2iℓ
nj

+
x

nj

)
−

kj∑

i=1

ϕ1

(2iℓ
nj

− x

nj

)
,

ψj(x) =

kj∑

i=0

ψ1

(2iℓ
nj

+
x

nj

)
−

kj∑

i=1

ψ1

(2iℓ
nj

− x

nj

)
,

(6.41)

Теорема 6.2. Пусть для ni ∈ N выполнены равен-
ства a1 = a2/n2 = . . . = am/nm, где n2 6 . . . 6 nm.

Функции ϕj , принадлежащие C3[0, ℓ], и ψj , принадлежа-

щие C2[0, ℓ], j = 1, . . . ,m, таковы, что выполняются ра-
венства ϕ1(ℓ) = ψ1(ℓ) = 0, а ϕj и ψj , j = 2, . . . ,m, удовле-
творяют условиям (6.8) и равенствам (6.40) для четного
nj, равенствам (6.41) для нечетного nj. Тогда непрерыв-
ная на отрезке [0, T ] при T = 2t1 управляющая функция

µ = µ(t), определяющая решения ui = ui(x, t) краевой за-
дачи (6.1)–(6.6), i = 1, . . . ,m, удовлетворяющие условиям
(6.9), имеет вид (6.35).

Более сложным является случай, когда выполнено сле-
дующее условие: ni > 1, i = 1, . . . ,m. Рассмотрим частный
случай n1 = 2.



§ 6. Управляемость колебаниями сети 257

6.3.3. Случай a1/2 = a2/3 = a3/4 = . . . = am/4. Выпол-
няются следующие равенства: 2t1 = 3t2 = 4t3 = . . . = 4tm.
Успокоение колебаний системы возможно за период време-
ни T = 2t1. Условия гашения колебаний (6.9) принимают
вид i = 3, . . . ,m:

E1(x+ 2ℓ) = −A1, G1(x− 2ℓ) = A1, (6.42)

E2(x+ 3ℓ) = −A2, G2(x− 3ℓ) = A2, (6.43)

Ei(x+ 4ℓ) = −Ai, Gi(x− 4ℓ) = Ai. (6.44)

Из равенств (6.42) свойств (6.12) и (6.25) получаем вы-
ражение (6.31), и функция µ определяется в (6.35).

Система уравнений (6.43)–(6.44) определяет, каким до-
полнительным условиям должны удовлетворять функции
ϕi и ψi, i = 1, . . . ,m, для того, чтобы система успокоилась
за выбранный промежуток времени T .

Система (6.43), выражения (6.12), (6.25) и (6.31) при-
водят к следующим уравнениям:

A2−A1=E1(2ℓ/3+2x/3)+G2(ℓ−x), 0 6 x 6 ℓ/2,

A2−A1=−G1(4ℓ/3−2x/3)+G2(ℓ−x), ℓ/2 6 x 6 ℓ,
(6.45)

A2 − 2A1 = −G1(2x/3) + E1(2ℓ/3 − 2x/3) −E2(ℓ− x),

0 6 x 6 ℓ, (6.46)

здесь A1 = ϕ1(0)/2. В равенствах (6.45) и (6.46) для аргу-
ментов ℓ/2 6 x 6 ℓ сделаем замену x = ℓ − z, 0 6 z 6 ℓ/2.
В итоге приходим к системе из четырех уравнений для
0 6 x 6 ℓ/2:

A2 −A1 = E1(2ℓ/3 + 2x/3) +G2(ℓ− x),

A2 − 2A1 = −G1(2x/3) + E1(2ℓ/3 − 2x/3) − E2(ℓ− x),

A2 −A1 = −G1(2ℓ/3 + 2x/3) +G2(x),

A2 − 2A1 = −G1(2ℓ/3− 2x/3) + E1(2x/3) − E2(x).

Из полученной системы, используя выражения (6.11) для
функций Ei и Gi, находим условия на функции ϕi, ψi при
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i = 1, 2 для 0 6 x 6 ℓ/2:

ϕ2(x)− ϕ2(ℓ− x) =

= ϕ1(2x/3) − ϕ1(2ℓ/3− 2x/3) + ϕ1(2ℓ/3 + 2x/3),

ψ2(x)− ψ2(ℓ− x) =

= ψ1(2x/3) − ψ1(2ℓ/3− 2x/3) + ψ1(2ℓ/3 + 2x/3),

ψ2(x) + ψ2(ℓ− x) =

= a1[ϕ
′
1(2x/3) + ϕ′

1(2ℓ/3 − 2x/3) − ϕ′
1(2ℓ/3 + 2x/3)],

a2[ϕ
′
2(x)− ϕ′

2(ℓ− x)] =

= ψ1(2x/3) − ψ1(2ℓ/3− 2x/3) − ψ1(2ℓ/3 + 2x/3).

Из равенств системы (6.44) получаем следующие усло-
вия на функции ϕi и ψi, 0 6 x 6 ℓ:

ϕ3(x) = ϕ1(x/2) − ϕ1(ℓ− x/2), ϕ3(x) = . . . = ϕm(x)

ψ3(x) = ψ1(x/2) − ψ1(ℓ− x/2), ψ3(x) = . . . = ψm(x).

6.3.4. Случай a1/2=a2/n2= . . .=am/nm, среди чисел nj
имеются нечетные. Если все nj ∈ N — четные числа, то
имеет место случай 6.3.2. В нашем случае выполняются
равенства: 2t1 = n2t2 = . . . = nmtm. Промежуток време-
ни, за который возможно гашение колебаний рассматрива-
емой системы, равен T = 2t1. Условия успокоения колеба-
ний (6.9) принимают следующий вид для j = 2, . . . ,m:

E1(x+ 2ℓ) = −A1, G1(x− 2ℓ) = A1, (6.47)

Ej(x+ njℓ) = −Aj , Gj(x− njℓ) = Aj. (6.48)

По-прежнему, уравнения (6.47) определяют управляю-
щую функцию µ вида (6.35), а уравнения (6.48) определяют
дополнительные условия на функции ϕj и ψj .

Пусть nj — четно. Если nj/2 = 2kj , то функции ϕj

и ψj удовлетворяют условиям (6.40), если же выполнено
равенство nj/2 = 2kj+1, то функции удовлетворяют (6.41),
в этих условиях вместо nj надо подставить n′j = nj/2. Итак,

если n′j = 2kj — четное, то
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



ϕj(x) =

kj−1∑

i=0

ϕ1

( iℓ
kj

+
x

n′j

)
−

kj∑

i=1

ϕ1

( iℓ
kj

− x

n′j

)
,

ψj(x) =

kj−1∑

i=0

ψ1

( iℓ
kj

+
x

n′j

)
−

kj∑

i=1

ψ1

( iℓ
kj

− x

n′j

)
,

(6.49)

если n′j = 2kj + 1 — нечетное, то



ϕj(x) =

kj∑

i=0

ϕ1

(2iℓ
n′j

+
x

n′j

)
−

kj∑

i=1

ϕ1

(2iℓ
n′j

− x

n′j

)
,

ψj(x) =

kj∑

i=0

ψ1

(2iℓ
n′j

+
x

n′j

)
−

kj∑

i=1

ψ1

(2iℓ
n′j

− x

n′j

)
.

(6.50)

Пусть nj — нечетно. Тогда, как и в п. 6.3.3, на функции
ϕj и ψj накладываются четыре условия для 0 6 x 6 ℓ/2:




ϕj(x)− ϕj(ℓ− x) =

=

kj∑

i=0

ϕ1

(2iℓ
nj

+
2x

nj

)
−

kj∑

i=1

ϕ1

(2iℓ
nj

− 2x

nj

)
,

ψj(x)− ψj(ℓ− x) =

=

kj∑

i=0

ψ1

(2iℓ
nj

+
2x

nj

)
−

kj∑

i=1

ψ1

(2iℓ
nj

− 2x

nj

)
,

ψj(x) + ψj(ℓ− x) =a1

kj∑

i=0

(−1)iϕ′
1

(2iℓ
nj

+
2x

nj

)
−

−a1
kj∑

i=1

(−1)iϕ′
1

(2iℓ
nj

− 2x

nj

)
,

(6.51)





aj [ϕ
′
j(x)− ϕ′

j(ℓ− x)] =

kj∑

i=0

(−1)iψ1

(2iℓ
nj

+
2x

nj

)
+

+

kj∑

i=1

(−1)iψ1

(2iℓ
nj

− 2x

nj

)
.

(6.52)

Итак, справедлива теорема.
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Теорема 6.3. Предположим, что выполнены равен-
ства a1/2=a2/n2= . . .=am/nm, где n2 6 . . . 6 nm, не все

nj являются четными числами. Функции ϕj из C3[0, ℓ]
и ψj из C2[0, ℓ], j = 1, . . . ,m, удовлетворяют условиям

(6.8) и равенствам (6.49) для четного n′j = nj/2 и равен-

ствам (6.50) для нечетного n′j = nj/2, а также равен-

ствам (6.51)–(6.52) для нечетного nj. Тогда непрерывная
на отрезке [0, T ] при T = 2t1 функция µ, определяющая ре-

шения ui = ui(x, t) краевой задачи (6.1)–(6.6), i = 1, . . . ,m,
удовлетворяющие условиям (6.9), имеет вид (6.35).
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condition. — Birkhäuser; Boston, 2013. P. 75–99.

[323] Maurer H., Mittelmann H. Optimization techniques for
solving elliptic control problems with control and state constraints.
Pt. 1. Boundary control // Comput. Optimiz. Appl. 2000. Vol. 16,
№ 1. P. 29–55.

[324] Michel P. Necessary conditions for optimality of elliptic
systems with positivity constraints on the state // SIAM J. Contr.
Optim. 1980. Vol. 18, № 1. P. 91–97.

[325] Murat F., Tartar L. On the control of the coefficients in
partial equations // Topics Math. Model. Compos. Mater. — Birkhä-
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